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AVAM -PROPOS. 



1. Dans la première Partie de cet Ouvrage, nous 
avons fait connaître la méibode que l'on devait suivre 
pour la formation d'une science de raisonnement, c'est- 
à-dire d'une science dans laquelle tous les rapports 
entre les choses qu'on y considère son! des consé- 
quences nécessaires de vérités et de données premières, 
admises avec le sentiment de l'évidence. Les pre- 
miers exemples, que nous avons donnés île celle mé- 
thode, se rapportaient à la science des nombres et à 
la science de l'étendue; nous allons maintenant l'appli- 
quer à la science des forces. 

Les données fondamentales des deux premières, 
quoique fournies jusqu'il un certain point par l'obser- 
vation des objets naturels, sont indépendantes de 
l'espèce de la matière qui les compose, et qui peut 
varier de l'un à l'autre : elles ne se rapportent qu'à 
la distinction et à l'étendue de ces objets. On y fait 
abstraction de la matière même, et l'on vit dans le 
monde idéal delà grandeur, de la figure et du nombre, 
dont le sentiment pourrait rester en nous lors même 
que le monde matériel, qui nous l'a donné, se trou- 
verait anéanti. 

2. Mais les données premières d'où résultent les 
lois de ce monde idéal, seraient insuffisantes pour 



déterminer celles du monde matériel au milieu duquel 
nous vivons. Les sciences qui on dépendent seront 
fondées sur des principes qui ne pourront élre obte- 
nus que pat l'observation de I» nature, puisque ce 
monde n'a rien de nécessaire, et aurait pu être créé 
tout autre qu'il n'est réellement. 

Dans celle élude du monde réel, il convient de s'oc- 
cuper d'abord des propriétés les plus simples et les 
plus générales de la matière. Il en est une qui est 
commune à lous les corps, quelle que soit la nature 
particulière de la matière qui tes compose : c'est la 
mobilité; elle joue un rôle dans la plupart des phéno- 
mènes, et par conséquent li s lois générales, auxquelles 
elle donne lieu, di'inamlent à être étudiées avant celles 
des phénomènes qui dépendent des diverses espèces 
de matière. L'étude de ces lois esl l'objet de cette 
Partie de notre Ouvrage : et leur ensemble conslitue 
ce que nous avons appelé la science, des forées. 

Ici se trouvent des considérations que ne présentent 
pas les sciences des nombres, et de l'étendue : celles 
de temps, de mouevment, et de cause. 

La notion des causes productrices de mouvement 
résulte de notre propre expérience et des elïbrts que 
nous Taisons pour déplacer les corps; elle n'est sujette 
à aucune diflieulté; mais les deux autres ont donné 
lieu à bien des diseussions entre les philosophes ou 
les sophistes, 

3. La succession de nos sensations, et des événe- 
ments qui les ont produites, est incontestable pour 
tous les hommes. Mais entre ce sentiment et la pensée 



qu'il y a un être dans lequel se fasse cette succession, 
il y a un abîme. Le temps n'a pas plus d'existence réelle 
que l'espace; il est peut-être encore moins saisissable. 
Ces deux prétendus élres sont des créations fantas- 
tiques de l'imagination de l'homme, qui veut toujours 
aller au delà de ce qu'il peut saisir et comprendre. 
Mais comme la succession des événements joue un 
grand rôle dans la nature et dans la vie des hommes, 
il est de la plus grande importance d'y introduire de 
l'ordre et de la précision ; et c'est ce qu'on a fait d'a- 
bord en rapportant les divers événements à des événe- 
ments successifs bien saillants, comme par exemple les 
retours du soleil au-dessus de l'horizon. Ce classement 
des événements au moyen des jours étant bientôt de- 
venu insuffisant, il a fallu les rapporter à des inter- 
médiaires, et l'on a appelé cela diviser le temps en in- 
tervaUes : langage figuré qui a fini par faire croire que 
le temps est une grandeur, divisible comme les quan- 
tités géométriques, et sur laquelle se placent toutes 
les époques, comme les points de division sur une 
ligne. 

Tout en protestant d'avance contre l'admission d'un 
être appelé temps, nous emploierons le langage ordi- 
naire; nous classerons les événements successifs par 
ce que nous nommerons des intervalles, que nous ex- 
primerons par des nombres, après en avoir défini avec 
précision l'égalité; ce qui ne sera possible qu'après 
l'introduction d'une autre notion générale, cello du 
mouvement. 

4. Lorsque la distance de deux points varie d'une 



manière continue, on dit qu'ils sont en mouvement 
l'un par rapporta l'autre: et lorsque les distances 
d'un point aux différents points d'un système rigide 
varient, on dit que ce point est en mouvement relati- 
vement à ce système. Il est en repos relatif lorsque ces 
dislances restent constantes. 

Le mouvement et le repos ainsi conçus sont essen- 
tiellement relatifs : mais peut-on attacher un sens au 
repos ou au mouvement absolu? 

Ceux qui en parlent supposent un espace sans 
bornes, dont tous les points ont une réalité, en quel- 
que sorte personnelle, et auxquels ils attribuent, sans 
s'apercevoir du cercle vicieux, une immobilité abso- 
lue. Ils disent alors qu'un point est eu repos absolu, 
quand ses distances aux divers points de cet espace 
ne changent pas; et en mouvement absolu, quand elles 
varient. Mais que serait-ce que l'imilnobililé absolue 
des points de l'espace, même en leur accordant celte 
sorte de personnalité, dont nous avons précédemment 
établi le néant? Il serait tout aussi impossible de la 
définir pour ces points imaginaires que pour des points 
réels; et l'immobilitéabsoluc ne peut se définir, qu'en 
la supposant déjà quelque part; c'est-à-dire qu'en 
faisant un cercle vicieux. 

On dira peut-être que c'esl là une conception qui 
ne peut être ramenée à aucune autre, et qui est évi- 
dente par elle-même. Nous répondrons que les choses 
premières que l'on admet ainsi, doivent être claire- 
ment apparentes, évidentes par elles-mêmes. Or il en 
est tout autrement ici, puisque les hommes n'aper- 
çoivent que des repos ou des mouvements relatifs, et 
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ne pourraient arriver que par extension à rêver un 
repos ou un mouvement absolu : et si l'on voulait ex- 
pliquer seulement ce qu'on entend par là, on tomberait 
inévitablement dans le cercle vicieux que nous venons 
de signaler. Abandonnons donc celte fausse notion, 
dont l'inutilité esl d'ailleurs évidente; car tous les 
principes que l'on établirait en l'admettant ne pour- 
raient jamais être Tondes que sur des observations ot 
des expériences relatives. Et à quoi bon partir du re- 
latif pour établir par induction un absolu imaginaire, 
d'où l'on tirerait des principes applicables au relatif, 
qui est seul réel! Ne vaut-il pas mieux, après avoir 
établi Les principes sur le relatif, les appliquer direc- 
tement au réel, sans remontera un absolu fantastique, 
pour l'abandonner immédiatement? 

5. Le systèn* des étoiles est le plus considérable 
et le moins variable qu'il soit donné à l'bomme de 
connaître; c'est à ce système, que l'on peut sans in- 
convénient considérer comme immuable, qu'il est 
convenable de rapporter les grands mouvements, 
comme ceux de la terre et des autres planètes. Mais 
pour tout ce qui a pour objet le travail des bommes, 
ou l'exécution d'expériences ayant un but quelconque, 
particulier ou générai, c'est au système des objets liés 
invariablement au globe terrestre qu'on rapporte les 
mouvements, sauf à tenir compte ensuite, s'il le faut, 
du mouvement de la terre elle-même par rapport aux 
étoiles. 

Cela posé, nous dirons que « deux intervalles de 
temps sont égaux, lorsque deux corps identiques au 



commencement de chacun de ces intervalles, et soumis 
aux mêmes actions et influences de toute espèce, au-, 
ront parcouru à la fin de ces intervalles <Jes espaces 
identiques, relativement au système immuable. > 

Ainsi, si l'on admettait que la terre se trouve con- 
stamment dans des conditions identiques, ses retours 
dans la même position par rapport aux étoiles se fe- 
raient a des intervalles de temps égaux. Un pendule 
écarté d'un angle donné de la verticale, et abandonné 
à des époques différentes a des actions identiques, 
reviendrait à la verticale dans des temps égaux, etc. 

L'égalité de deux intervalles quelconques étant 
définie généralement, on en choisira un pour terme de 
comparaison; et les temps pourront s'exprimer en 
nombre, comme si c'étaient de véritables quantités. 

6. Dans cet Ouvrage, comme dans> notre Traité de 
Mécanique, nous avons établi deux grandes divisions 
dans la science des forces : la première traite des lois 
de leur équilibre; la seconde, des lois des mouve- 
ments qu'elles produisent, 

Les données nécessaires pour la première sont 
moins multipliées que pour la seconde, et nous les 
avons établies avec beaucoup de détail, en cberchant 
avec soin à nous défendre de cette tendance trop na- 
turelle à admettre comme devant être d'une certaine 
manière, les choses qui ne nous offrent pas de raisons 
d'être autrement; ou encore à étendre des concep- 
tions purement géométriques, à des questions qui 
renferment quelque élément du système du monde. 

Les données nécessaires pour l'étude des lois du 
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mouvement, exigent un plus grand nombre d'expé- 
riences. Nous avons traité ce point important avec 
tout le soin qu'il demandait, et nous n'avons pas dis- 
simulé que ces lois premières, étant déduites d'expé- 
riences toujours imparfaites, et en nombre limité, 
avaient besoin d'être confirmées par l'accord de leurs 
conséquences directe* avec les faits observés. 

Cette plus grande complication des données serait 
une raison suffisante pour faire précéder la théorie 
du mouvement de celle de l'équilibre; mais il y en a 
une autre très-importante qui résulte de ce que, par 
un théorème général dû à d'Àlembert, on peut rame- 
ner la détermination des équations du mouvement 
d'un système quelconque de points, à celle de son 
équilibre. Par ce moyen, le problème du mouvement 
de tout système sera ramené à une question de pur 
calcul, lorsque les forces auxquelles il sera soumis 
seront données, et qu'on saura trouver les équations 
générales de son équilibre. 

7. Si les forces ne sont pas connues, ces mêmes 
équations serviront à les déterminer par la connais- 
sance que l'on aura de certaines circonstances du 
mouvement. 

Le premier, et aussi le plus grand problème de ce 
genre qui s'est présenté, est celui du mouvement des 
corps célestes. Les forces qui les produisent n'étant 
pas données, il fallait les déduire des phénomènes; 
et les grandes lois que l'observation avait fait connaître 
à Kepler, devaient se prêter merveilleusement à cette 
déduction, aussitôt que la science des forces serait 
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créée. C'est en vue de cette application que Newton a 
établi sa belle théorie des forces centrales, au moyen , 
de laquelle les lois de Kepler ont déterminé les direc- 
tions et les grandeurs des forces qui seraient propres 
a la production de ces phénomènes observés, en sup- 
posant que la matière qui forme les corps célestes 
obéisse a l'action des forces, comme celle qui forme 
les corps à la surface de la terre. Elles se résument 
dans cette loi simple de i'atlraction mutuelle de toutes 
les parties de la matière, proportionnellement aux 
masses, et en raison inverse du carré de la distance. 

Ces forces étant connues, tous les phénomènes en 
sont des conséquences nécessaires, plus ou moins fa- 
ciles à déduire, suivant l'état plus ou moins parfait de 
la science des forces : et, par cette grande découverte, 
l'Astronomie, qui n'était avant Newton qu'une science 
d'observation, est devenue une science de rakonne- 



8. Cette méthode, suivie par Newton pour l'Astro- 
nomie, et qui, considérée à un point de vue général, 
consiste a remonter des phénomènes aux causes, puis 
à déduire de ces eauses toutes les lois de ces phéno- 
mènes, a été adoptée avec empressement et suivie 
avec prédilection par les géomètres français. Malheu- 
reusement les phénomènes ne conduisent pas toujours 
avec la même rigueur à la découverte de la cause élé- 
mentaire, qui est la donnée indispensable pour le cal- 
cul des actions finies. On est alors obligé d'avoir 
recours à une nouvelle méthode, celle des hypothèses. 
Elle est toujours fondée sur des observations et des 
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expériences, mais des expériences insuffisantes pour 
faire connaître complètement les causes; et l'on ne 
peut suppléer à ce défaut de données, qu'en admet- 
tant comme réel un état rte choses qui n'est peut-être 
que spécieux. Ces hypothèses ne se font pas au hasard; 
il faut qu'elles s'accordent avec tous les faits connus, 
et il est prohablo alors qu'elles s'accorderont avec 
beaucoup d'autres que l'on ne connaît pas; el comme 
la classe de phénomènes pour laquelle elles sont faites 
devient ainsi une science de raisonnement, toutes les 
lois peuvent en être déduites, et l'on pourra vérifier 
si elles sont confirmées par l'expérience. Si cet ac- 
cord se maintient constamment, la légitimité des 
hypothèses acquerra une prohabilité de plus en plus 
grande; et la théorie que l'on aura formée, et qui a 
déjà l'avantage de lier entre eux tous les faits connus, 
pourra être employée avec confiance à la prévision de 
faits nouveaux. Mais si, comme cela est arrivé quel- 
quefois, les faits prévus ne sont pas vérifiés par l'ex- 
périence, on est obligé de changer les hypothèses, et 
d'en trouver, si l'on peut, de nouvelles qui s'accordent 
avec l'ensemble de tous les phénomènes connus. 
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APPLICATION 

MÉTHODES GÉNÉRALES 



SCIENCE DES FORCES. 



INTRODUCTION. 



DE L'ÉTABLISSEMENT DES AXIOMES 

DANS LF.S SCIK.M^ES (Jl. I 1>6pKHI>EM IHI StOMjn MA I Kll IB1. . 



1. Tout ce qui dépend du nombie et de la figure ne 
demande aucune conn.iiis.ini e des propi iétés particulières 
de la matière; et dans cette élude, qui nous a seule occupé 
jusqu'ici, ou a pu faire abstraction de la matière elle-mime, 
et créer le monde idéal de la grandeur, de la figure et du 
nombre, dont le sentiment pourrait rester en nous lors 
même que lu monde matériel qui nous l'a donné se trou- 
verait anéanti. 

Nous allons maintenant entrer dans la réalité de ce 
monde, en ne nous attachant cependant qu'à la propriété 
la plus générale el la plus simple, qui se retrouve dans 
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tous les phénomènes naturels, et doit, par conséquent, être 
étudiée avant toutes les autres. 

D'après rc qui a élé exposé dans la première Partie de 
cet Ouvrage, il faut, pour qu'une science devienne ce que 
nous avons nommé une science de raisonnement, que l'on 
connaisse assez de principes généraux sur les choses dont 
elle s'occupe, pour que tous les rapports auxquels elles 
peuvent donner lien en soient des iriu-équcuccs nécessaires. 
Ces principes, ces données premières, renferment virtuel- 
lement toute la science, sans quoi le raisonnement ne l'en 
tirerait pas. Mais la science ne sera pas Tuile par cela seul 
qu'on connaîtra ces principes, parce que leurs consé- 
quences sont infinies en nombre et en variété, cl que la 
science est l'ensemble de Inities ces conséquences. 

Ces principes, pour une science dépendant du monde 
matériel, ne pourront être obtenus que par l'observation 
de la nature, puisque les lois du monde matériel n'ont 
l ien de nécessaire, et auraient pu èlre tout autres qu'elles 
Défont. Pouf arriver plus promplcmenl cl avec plus de 
précision n la connaissance des vérités que l'on cherche, il 
ne faudra pas toujours attendre que la nature nous les offre, 
il faudra provoquée ses réponses, en créant les circonstances 
les plus propres à les rendre significatives, c'est-à-dire 
joindre à Y observation immédiate, ce que l'on appelle des 
expériences; et il en faudra beaucoup pour si: croire le 
droil de proclamer une vérité générale : on ne sera même 
jamais certain qu'un rapport que l'on aura vérifié dans un 
nombre immense de cas analogues, aura lieu dans un nou- 
veau cas du mime genre; mais cm sera invinciblement 
porté ii le croire, tant par la puissance de l'analogie, que par 
le besoin naturel à l'homme de connaître et d'influencer 
les fait, à venir. 

Les données qui auront ainsi constitué une science de 
raisonnement auront donc quelque chose d'incertain; aussi 



sera-l-il à propos d'en vérifier, amant qu'on le pourra, Ira 
conséquences éloignées. Mais lorsque l'on aura toujours 
trouvé ces conséquences conformes à la réalité directement 
observée, la science; approi liera beaucoup Je la perfection 
de la Géométrie cl de la Science des nombres, et l'on pourra 
sans inquiétude croire à l'exactitude des solutions qu'elle 
fournira. L'homme ne peut pas aller plus loin; mais cela 
lui suffit dans la pratique, et son esprit doit être satisfait, 
puisqu'il a la conscience d'avoir fait tout ce que comporte 

Cela posé, nous allons procéder à l'établissement des 
données premières île la -science qui va faire l'objet de nos 
études. 

DES FORCES. 
2 L'-i «<]«■'. -I il'! m l'-hif qm I- ■ i.qu I- ■ ••• f » lu i 
ou non les uns avec les autres, il ne s'est opéré pendant un 
certain temps aucun changement dans les positions rela- 
tives, et qu'à un certain instant on voit l'un d'entre eux 
se déplacer par rapport aux autres, restés dans les mêmes 
positions les uns par rapport aux autres, on reconnaît 
généralement qu'il y a eu intervention de quelque chose 
d'étranger à ce point : et de quelque nature que soit celte 
intervention, on rappellera cause de ce déplacement. Pour 




de prendre le système le plus vaste, et dont l'immobilité 
relative des parties soit le mieux assurée par une longue 
durée; cl c'est le globe terrestre lui-même qu'il est bon de 
choisir. Rien que les objets à sa surface soient sujets à 
mille déplacements relatifs, les grandes masses qu'on y 
reconnaît, les montagnes, les grands édifices, odrcnl une 
fixité relative qui permet de prendre leur système comme 



sible à toutes ks expériences auxquelles les hommes peu- 
vent se livrer. Et quelque foi s, pour abréger le langage, 
nous appellerons fixas des corps, des lignes ou des points 
(pli seront supposés lit pouvoir se déplacer par rapport :i 

3. Celle observation d'uni' cause j>c<nln i>;)iit un déran- 
gement relatif étant répétée un grand nombre de fois, la 
tendance naturelle de l'homme à la généralisai ion le porte 
à croire qu'il en sera toujours ainsi ; de sorte que, même 
dans les cas où il n 'aperçoit pas d'intervention étrangère, 
il admet qu'elle existe, et il pose en principe général que 
lorsqu'un point faisant partie d'un système invariable vient 
à se déplacer par rapport aux autres, cela est du à l'action 
d'une cause étrangère; et ce déplacement est dit V effet du 
celle cause, 

■4. Quelle est maintenant la nature de cette action? 
Pourrait-elle, par exemple, provenir d'une simple volonté 
d'un être supérieur? C'est ce qu'il n'est pas donné à 
l'homme d'approfondir, et il doit se borner à l'étudier sur 
lui-même. C'est en déplaçant lui-même des corps Taisant 
partie d'un syslèinc invariable, qu'il acquiert le sentiment 
de l'effort ; et il reconnaît en même temps que l'ellbri qui 
a déplacé le corps, pourrait être détruit par un autre ellort 
qui seul l'aurait déplacé en sens contraire. De sorle qu'il 
a le sentiment de l'effort ou de la force, lors même qu'il 
n'en résulte pas de déplacement. 

Lorsque, dans un système invariant, un corps se déplace 
relativement, et qu'on n'aperçoit pas de cause de ce dépla- 
cement, on reconnaît encore qu'on aurait pu l'cmpéchcr 
par un effort qui, seul, le déplacerait en sens contraire ; et 
il csl naturel d'admettre par analogie qu'il s'exerçait sur ce 
corps un effort qui aurait été détruit par celui qui aurait 
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cmpe'-cbé le déplacement. Ainsi un corps qu'on empêche 
de descendre suivant la verticale, au moyen d'un effort 
donl on n la consc ience, sera regarde comme sollicite con- 
stamment par une force invisible qui le pousse dans ec 
sens : force qui pourra varier d'un corps à un autre. De 
même encore, la présence d'un aimant dans un système 
où il y aura un morceau de fer, qui, maintenu d'abord, sera 
devenu libre, produira un déplacement qu'on pourrait 
empêcher par un rllbrl eoiiveiiablcnieiii dirigé. Tontes ces 
expériences bien constatées et souvent répétées, donnent 
la notinn de force aussi nette que l'expérience puisse /aire 
connaître quoi que ce soit. Elle n'a rien d'hypothétique; 
mais nous ne chercherons; pas h connaître sa nature in- 
time, pas plus que nous ne cherchons celle de la matière 
elle-même. Nous nous bornerons à en étudier les effet! , et 
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pour que la science 


■ des foi res devienne 








S. Poureomir. 






pies, nous cour. 








[lui (s à (li's points s.i 






ilirrrtion d'une f( 





pareil corps, ou point mtitcricl. celle suivant laquelle le 
point se déplacerait dans le système invariable, s'il y était 
entièrement libre et qu'il ne fût sollicité par aucune autre 

Admettant, d'après l'expérience, que le déplacement 
pourrait être empêche par une certaine force de direction 
contraire, nous (lirons que cette seconde force est égale à 
la première. Ainsi se trouvera définie, dans ce nouvel ordre 
de eboses, Yégalitè, qui est la première notion indispen- 
sable pour la comparaison des quantités. 

C. I.a seconde notion indispensable, cl qui complète les 
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données nécessaires à la comparaison et à la mesure des 
quantités, csl celle de leur addition. Nous dirons que deux 



forces s'ajoutent lorsqu'elles agissr 
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séparément ; et que ce déplacement pourrait être empêché, 
comme nous l'avons déjà dit, au moyen d'une force de 
direction contraire. 

D'où il suïl que les deux forces qui sollicitent le infime 
point dans le même sens pourraient être remplacées par 
une seule, et cette dernière s'appellera In somme des deuï. 

Ayant ainsi défini Y égalité et Y addition de deux forces, 
et par suite d'un nombre quelconque de forces, la sous- 
traction, la multiplication et la division des forces s'en 
suivent. La comparaison des forces et leur expression en 
nombre en résultent, et il ne reste plus qu'à trouver les 
moyens pratiques d'exécution. 



7. Les forces 




e censées représentées 




et les nombres poi 




par des lignes, li 


•s forces pourront! 


'être par des lignes; et 
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appliquées. De < 




force quelconque sera 


déterminée par 


son point d'applii 




par une longuet 


ir portée sur celle 


direction, a partir du 



point d'application, qui représentera, par son rapport à 
l'unité de longueur, le rapport de la force à celle qui a été 
prise pour unité. 

S. Si nous considérons un assemblage de points, liés 
entre eux d'une manière quelconque, entièrement libre 
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dans le système invariable auquel on rapporte les corps, 
ou assujeiiî à certaines liaisons avec les points de ce sys- 
tème, el que des forces viennent à être appliquées à des 
points de cet assemblage : elles produiront généralement 
un déplacement, mais il peut arriver aussi que leurs effets 
■oient détruits par les liaisons des points, tant entre eux 
qu'avec ceux du sjstètne invariable, el l'on dit alors qu'elles 
y sont en équilibre. 

L'élude de ce cas particulier est de la plus haute impor- 
tance, non-seulement par les applications utiles que les 
hommes en ont laites, mais encore parce qu'il est la base 
des solutions de toutes les questions de mouvement. C'est 
pour cela que la recherche dtta lois de l'équilibre des forces 
doit être l'objet des premières études. 

Elle exigera nécessairement des données tirées de l'ob- 
servation ; car le monde dans lequel nous vivons aurait pu 
Être soumis à des lois autres que celles qui y régnent ; et il 
serait insensé de prétendre que les lois que l'homme ima- 

parle Créateur de l'univers. 

Les données nécessaires à la recherche des lois de l'équi- 
libre des forces sont moins multipliées que celles qu'exi- 
gent les lois des déplacements qu'elles peuvent produire. 

Celle recherche sera l'objet de la première Section de 
ce volume, et nous ne nous occuperons d'abord que de 
rétablissement des premières données et des principes qui 
lui sont nécessaires. La seconde Section, où l'on considérera 
les déplacements produits par les forces, sera précédée de 
l'établissement de nouvelles données, inutiles pour les sim- 
ples questions d'équilibre. 



PREMIÈRE SECTION. 

DE L'ÉQUILIBRE DES FORCES. 



DE L'ÉQUILIBRE DES FORCES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DONNÉES EXPÉRIMENTALES RT PROPOSITIONS GÉNÉRALES 
RELATIVES A L'ÉQUILIBRE DES FORCES. 



9. Lus propositions que nous allons établir ne devront 
pas être .présentées tomes immédiatement aux commen- 
çants : trop île généralité dès le début produit presque tou- 
jours du vague et (le l'obscurité, et l'on ne se rend pas assez 
compte de ce que l'on admet sur des choses que l'on n'a 
pas encore pratiquées. 

Mais dans un Ouvrage comme celui-ci, qui n'est pas des- 
tiné à ceux qui n'ont encore aucune notion sur les matières 
qui y sont traitées, il nous a paru convenable de présenter 
dans leur ensemble l.s principes qui sont la base de la 
science, et qu'on applique à chaque instant dans 1rs circon- 
stances les plus variées. Il peut être sage, dans un premier 
enseignement, de n'introduire chacun d'eux qu'au moment 
où il est devenu indispensable; mais quand on a suffisam- 
ment étudié les détails, il est bon de réfléchir sur leur 
enchaîne meut, et de se rendre compte de l'ensemble des 
données premières, ci des principes qui ont guidé dans les 
déductions. 

10, Premier mikcipb. — Lorsqu'un système de points 
est en équilibre, on ne détruit pas cet état en fixant un ou 
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plusieurs de ces points, ou en établissant entre eux des 

liaisons nouvelles. 

F.n effet, on n'introduit ainsi aucune force; on donne 
seulement des moyens de- détruire certaines forces nouvelles 
que l'on introduirait dans le sysième. 

même, soit comme résultai de l'expérience, que lorsqu'un 
Système de points est en équilibre, c et état subsisterait en- 
core si l'on ajoutait de nouveaux points, ou qu'on eu sup- 
primai, pourvu que toutes les liaisons primitives ne fussent 
pas altérées. Ainsi, en supposant le système entièrement 
rigide, ce (pie nous désignerons quelquefois sous le nom de 
corps solide, on pourra y lier ou en retrancher une quantité 
de matière quelconque, pourvu que les points auxquels 
sont appliquées Jes forces ne puissent changer leurs dis- 
tances mutuelles, cl qu'aucune force nouvelle ne soit intro- 

à s'occuper que du système des points d'application et de 
leurs liaisons extérieures, indépendamment de la matière 
qui compose le corps, cl de la forme qu'on lui donne. 

] \ . Deuxième miincipe. — Si divers systèmes de jarces 
appliquées à un système de points liés entre eux et au 
système invariable d'une manière quelconque, y sont sc- 
parémenten équilibre, et que. les liaisons soient suscepti- 
bles de produire des résistances indéfinies, ils seront en 
équilibre quand ils y seront appliques simultanément. 

Ainsi, dans un système sur lequel certaines forées sont 
en équilibre, on peut, sans le rompre, introduire de nou- 
velles forces qui seraient en équilibre sur ce système, si 
elles y étaient seules. 

On peut aussi évidemment supprimer des forces qui sont 
détruites par les efforts qu'elles font uallre dans ce sys- 
tème matériel. Mais il ne suffirait pas de s'assurer qu'elles 
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le système; il faut [ou jours, pour avoir le droit de les sup- 
primer, recon nai ire qu'elles ""t fait naître ihus If: système 
les raiimi'i résistances que si elles étaient seules ; alors, en 
les supprimant, les autres forces sur lesquelles les précé- 
n'.ii;i^ai('nL pas, puisi [iiY'li'.; éiaieui rli'-t niiios indé- 
pendamment d'elles, resteront en équilibre : re que toutes 
les expériences confirment. 

Cette condition nécessaire pour la suppression d'un 
groupe de forées n'est pas toujours facile à reeou naître, et 
est suppléée par le principe suivant : 

12. Troisième mibcipe. — On peut, sans détruire 
Vêquilibre, opprimer un groupe ,le f on» toiles, que .les 

points en sens vont mire , seraient en èquibre si elles exis- 
taient seules sur le système. 

En clFet, d'api ès II; principe piYréden I , on ne dérangera 
pas l'équilibre primitif en introduisant ces dernières forces; 

appliquée au même point, on peut les supprimer l'une et 
l'autre en chaque point sans déranger l'équilibre, et il ne 
reste plus que les forces primitives, moins le groupe en 
question. 

Il est à remarquer que l'on peut ainsi supprimer un 
groupe de forces qui ne serait pas eu équilibre sur le sys- 
tème, s'il y existait seul. Il est suffisant que le groupe 
composé de forces respectivement contraires, soit en équi- 
libre s'il existe seul sur le système: toutefois, celte con- 
dition n'est pas indispensable, et nous le montrer on» tout 
à l'heure. 

Ces principes très-généraux sont d'une grande utilité, n 
cause des transformations sans nombre qu'ils permettent 



Remarque. — Quelque rigides que soicnl les corps, les 
foires qu'ils détruisent ripèrent toujours de ]iet!ts chan- 
gements dans la position relative de leurs mol de nies. On 
n'en tiendra ici aucun compte; et l'on supposera que des 
Tin ces qui m' l'uni équifi lire sur un coi p>. et qui ont, par 
cela même, dérangé tant soit peu ses molécules, s'y feraient 
encore équilibre si, par des moyens quelconques, on pou- 
vait rendre ce corps assez, rigide pour que le dérangement 
fût encore bien plus insensible et même nul. 



EXEMPLES DE l'afFLICATIOS DES PniKCIPBS PRÉ<;É BRUTS . 

égard à l'observation que nous avons faite au sujet du se- 
cond des principes préeédcnls, et comment cette difficulté 
disparait par l'application du troisième. 

Soient A et B [fig. i) deux points liés de telle sorte, 
qu'ils ne puissent s'éloigner l'un de l'autre, mais qu'ils 
Flj. i. puissent se rapprocher. Que l'on applique au 
~r point A deux forces égales et contraires 1', V dans 
la direction de la droite Al!, et que l'on applique à B 
deux forces Q. Q' égales au\ premières, et agissant 

équilibre dans le système, puisqu'il v a équilibre en 
chaque point. Or les deux forces P, Q' seraient en 
■ 0 équilibre si elles agissaient seules sur le système AB, 
et cependant on ne peut les supprimer sans perdre 
l'équilibre des quatre forces, car il resterait les 
deux lorecs P' et Q, qui ne se détruiraient pas, 
puisque les deux points A et B peuvent se rapprocher, par 
hypothèse. Or il est facile de reconnaître que le groupe 
P, Q' ne rentre dans aucun des deux cas que nous avons 
indiqués précédemment, comme permettant la suppression. 
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En premier lieu, les deux forces P, Q' ne se détruisent 
pas effectivement, et ne produisent pas sur AB l'effort 
qu'elles produiraient si elles y éiaient seules appliquées. 
La foire P est délruilc par P'el n'agit que sur le poinL A; 
il en est de même des forces Q, Q' en B, cl il n'en résulte 
aucune action enlre les points A et B, qui ne cesseraient 
pas d'élre en équilibre quand même il n'existerait aucune 
liaison enlre eux. 

En second lieu, les forces P' et Q, égales et opposée» à 
P et Q', ne seraient pas en équilibre si elles agissaient 
seules sur le système, puisque les points A et B peuvent se 
rapprocher. 

Donc enfin on ne pourrait affirmer qu'en supprimant les 

avons vu qu'effectivement il se trouvait détruit parcelle 
suppression. 

Cel exemple montre donc que, dans un système en équi- 
libre, on ne peut pas toujours supprimer un groupe de forces 
qui serait en équilibre sur le système, s'il y élail seul. Et il 
inomrc aussi qu'on peu! supprimer un système qui ne serait 
pas en équilibre s'il était seul sur le système, mais qui est 
tel, que le système opposé serait en équilibre s'il y était 
seul. On peut en effet supprimer les deux forces P'et Q qui 
ne seraient pas en équilibre sur le système, mais sont telles, 

14. On peut donner aussi un exemple bien simple de 
ce que nous avons avancé dans le troisième principe, savoir 
qu'oz; peut quelquefois supprimer un système île forces 
tel, que le système contraire, existant seul, ne serait pas 
en équilibre. Il suffit pour cela de considérer le système 
P, Q 1 , existant seul sur AB. On peut évidemment le suppri- 
mer sans que le syslèine cesse d'être en repos, et cependant 
le système des forces opposées P',Q, existant seul, ne serait 
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pas pu équilibre: sur AIÎ; mais les forces que l'on supprime 
soin effectivement détruites par la résistance du système. 
Celle roit lit i-qiic peut élre énoncée (l'une manière différente 
en observant que supprimer un système do forces, c'est 
introduire lu système contraire. Ou aura alors la proposi- 
tion suivante: 

On peut quelquefois introduire un groupe île force.' qui 
ne serait fins en équilibre sur le système. 

16. Itcmarqne-On lire des considéra lions précède mes 
celle conséquence, que *i l'on iniroduit des forces dans un 
système, -in ne penl pas toujours sflirnier que leur effet 
icra le même que >i l'un avait préaloldinM.iit introduit 
certaines autres furets qui n'auraient pas détruit l'équilibre, 
inats qui cependant pourraient avoir de l'influence sur 
celles qu'on applique en dernier lieu. Kl pour cette raison 
on ne peut, sans examen, conclure l'effet do forces intro- 
duites dans an système où l'on aurait légitimement rem- 
placé un groupe par un autre. Un exemple bien simple 
le prouvera sans réplique. 

Soit une furie P appliquée . ; < un point A d'un corps émi- 
nemment flexible, mais inextensible AB, ayant tous ses 
KiE . a . points en ligne droite {Jig. a). Introduisons suivant 
r la droite AB doux forces P', P" égales à P et de 
j sens opposés. L'effet de la force P sur le système 

* ne sera pas modifié, soit qu'il y ait équilibre ou 
■I «on, pourvu que le corps reste constamment dans 

les conditions primitives qui ont permis rîtitroduc- 
lion de F', P". Or, si l'on applique en lî une force 
égale ol cuti Ira ire à P", 1rs quatre forces se délrui- 
B sein, tandis qu'il en aurait élé autrement si l'on 
| _ avait applique la dernière force avant l'introduc- 

* lion de I", P". 

Nous reconnaîtrons bientôt que les mêmes réserves ne 



dont les liaisons comportent des changements de for me on 
de disposition. Mais il faut prendre garde, dès le commen- 
cement, d'atlribncr aux principes une trop grande géné- 
ralité. 

chIngemeht m: rotST d'application o'ukf. force. 

Mi. Lorsqu'une force P est appliquée à un point libre A, 
nous allons démontrer qu'on peut, sans changer ion effel, 
quel qu'il soit, l'appliquer à tout autre point lî de sa dirt-c- 

Et il n'est même pas nécessaire que cette liaison soit aussi 

Si, par exemple, le point li est situé par rapport à A du 
côté où s'exerce l'action de la force P, il suffit que la dis- 
tance AB ne puisse augmenter; ce qui sera le cas, par 
exemple, où ces deux points seraient liés par un corps ex- 
trêmement délié, éminemment flexible cl inextensible. 
Nous donnerons dorénavant le nom de fil à un pareil corps, 
et nous le considérerons comme n'ayant de dimensions que 
dans le sens de la longueur, et prenant sans résistance 
toutes les formes possibles, en conservant la mime lon- 
gueur. Nous considérerons plus t;ird des fils élastiques, qui 
sous l'action des l'ou rs pcuvriil rhaiiçiT du longueur. 

Si, au contraire, le point lï était de l'autre côté de A, il 
suffirait que la distance AB ne pût diminuer. 

Pour le démontrer, dans le premier de ces deux derniers 
cas, appliquons aux extrémités de la droite inextensible 
AB [fig. a) deux forces égales à P. et agissant suivant la 
droite AB dans les directions AP', BP"; elles se détrui- 
raient si elles étaient seules sur le syslème, et par consé- 
quent leur introduction est permise. Mais les deux forces 
égales P, P', appliquées au même point en sens contraires, 
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se détruisent, ci il ne reste plus que la force P", qui n'est 

autre que la force P transportée au point B Je sa direction. 

On raisonnerait d'une manière analogue si le point B 
était situe de l'autre tôle du point A, et que la distance AB 
ne pût pas diminuer. 

Les raisonnements précédents ne seraient plus appli- 
cables dans le ras où, le système îles points étant variable, 
la distance AB ne resterait pas la même. 

Enfin si les conditions respectives (le ces deux cas sont 
réunies, c'est-à-dire si tes points A et li sont invariable- 
ment lies l'un à l'autre, comme cela arrivera, par exemple, 
s'ils font partie d'un système rigide, on pourra transporter 
la force en un point quelconque de sa direction, supposé 
toujours invariablement lié au système. 

Ileiiiarijue. — Il est important d'observer que, quand 
on a fixé des points, ou introduit toute autre espèce de 
liaison dans un système en équilibre, on peut supprimer 
des forces telles, que les contraires seraient en équilibre 
sur le système modifié. C'est une conséquence immédiate 
du troisième principe. 

Si, par exemple, dans un système rigide, on fixe un de 
ses points, on pourra supprimer toutes les foi-ces dont la 
direction passera par ce point, puisque les contraires ap- 
pliquées en ce point seraient détruites. 

Si, au lieu de fixer un point du système, on en fixe deux, 
et par suite tous ceux de la droite qui les joint, soit qu'ils 
appartiennent d'abord au système, soit qu'où les y intro- 
duise et qu'on les lie invariablement aux autres, on pourra 
supprimer toutes les forces donL la direction rencontrera 
cet axe fixe, puisque lIuicuih: d'elles peut être appliquée à 
son point de rencontre qui est fixe. 

17. Postulatum. — Nous venons de voir que quand un 
système rigide avait un point fixe autour duquel il pouvait 



se mouvoir d'une manière quelconque, toute force dont la 
direction passait pat ce point était détruite, et ne pouvait 
produire aucun déplacement. Nous admettrons comme ré- 
sultat d'expérience, ou comme axiome, que taule force 
dont la direction ne passerait pas par le point fixe, ne 
serait pas détruite, et produirait un déplacement. 

Nous admettrons encore i\a'il en serait de même dam 
le cas d'un axe fixe, ou de deux points fixes. 

Ii eu résultera nécessaire m cul que si un corps a un point 
unique, ou un axe, fixe, et qu'on sache qu'une force appli- 
quée seule à ce corps est détruite, on pourra affirmer que 
sa direction passe par le point fixe, ou rencontre l'axe fixe, 
à une dislance finie ou infinie. 

Nous donnerons encore un peu d'extension à ce pos- 
lulalura; et nous admettrons que si un système rigide ne 
peut que tourner autour d'un axe .fixe, cl qu'il soit solli- 
cité par plusieurs forces qui, si elles agissaient séparément, 
le feraient tourner dans le mémo sens, le système, sous 
leur action simultanée, tournerait dans ce même sens, et 
ne serait pas en équilibre. 

Si, au lieu d'un axe fixe, il y avait seulement un point 
fixe, on peut affirmer que des forces appliquées à ce système 
n'y seront point en équilibre, si elles n'y sont pas quand 
on fixera un second point du système, ou un axe passant 
par le premier. 

18. Réciproque d'une proposition précédente. — 11 est 
important de remorquer qu'une force agissant sur un 
système libre, ne saurait être transportée parallèlement à 
elle-même en un point qui ne serait pas sur sa première 
direction; et, plus généralement, qu'elle ne peut être rem- 
placée par une autre qui n'agirait pas suivant la même 
ligne droite. 
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En effet, supposons qu'une forer P puisse être remplacée 
par une autre Q qui n'agisse pas suivant la même; ligne 
droite. Fixons un point sur la direction de P, qui soil 
autre que le point de rencontre des directions de P et Q, 
si toutefois elles ho rencontrent. La forre P sera détruite, 
comme nous venons de le voir; elle n'aurait donc pas pu 
être remplacée par Q, qui dans les mêmes conditions ne 

Il nWonc pas possible, dans un système libre, de trans- 
port it mu - lop-r pai :i fli 1 le ni i/iji :i tlk'-jm'-iiu! en un point hors 
de sa direction, ni de la remplacer par toute autre force di- 
rigée comme on voudra et appliquée à un point qui ne se- 
rait pas sur sa direction. 

Et, par conséquent, toutes les fois qu'on pourra prouver 
qu'une force, agissant sur un système libre, peut, sans 
changer d'effet, être remplacée par une autre, appliquée 
en un certain point, on en conclura nécessairement que sa 
direction passait par ce point. Il est facile de reconnaître, 
en outre, que celte nouvelle force doit être égale à la pre- 
mière; car il a été démontré que, dans la position où elle 
se trouve, elle pourrait remplacer la première si elle lui 
était égale; donc, si elle était plus grande ou plus petite, 
elle ne produirait pas le même effet que la première, ce 
qui est contre l'hypothèse. 

19. Deux forces oui ne sont pas égales et directement 

opposées ne peuvent se faire cqui/ibrt; sur un >jstéme ri- 
gide libre. 

Cela résulte immédiatement des raisonnements précé- 
dents; car, en lisant sur la direction de l'une un point 
qui ne serait pas sur la direction de l'autre, l'équilibre 
ne devrait pas être rompu; mais la première serait dé- 
truite, et la seconde mettrait le système en mouvement: 
l'équilibre n'existait doue pas. Il est donc nécessaire, pour 
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qu'il existe, que loui point pris sur la direction d'une des 
forces soit sur la direction de l'autre, et par conséquent 
que ces deux directions se confondent; il est évident alors 
qu'elles doivent agir en sens contraire et être égales. 



20. Soit A un certain groupe de forces, et lï un second 
groupe qui pourrait le remplacer sur un système donné de 
points, sans déranger son état, quel qu'il soit. Introdui- 
sons le groupe B et l'opposé que jn désignerai par — 1S, 
sans attacher aucun autre sens au signe — . Les trois sys- 
tèmes A, B, — B ne seront autre chose que A. Or, pour 
que B puisse le remplacer, il faut qu'on puisse supprimer 
A et — B, ce qui aura lieu si le contraire — A cl B est en 
équilibre quand il existe seul sur le système. D'où l'on 
conclut qu'un groupe, tic forces B peut toujours en rem- 
placer un autre A, lorsqu'il serait en équilibre sur le sys- 
tème avec l'opposé — A. à cet autre. 

que A ne serait peut-être pas en équilibre avec — B, et 
alors on ne pourrait prononcer. 

Si, par exemple, on considère un (il flexible MK et une 
force P appliquée au point flf suivant KM, on pourra la 

qtiéeen M, parce que celte dernière serait en équilibre 
avec P" égale et contraire à P. Mais on ne peut affirmer 
que P pourrait remplacer P', parce que P ne serait pas en 
équilibre sur le fil avec la force égale et opposée à P' et 
appliquée en M. 

Et, en eflèl, P ne pourrait pas toujours remplacer P'. 

Remarque. — On voit par cet exemple qu'il est possible 
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qu'un groupe de forces B soit équivalent h un autre groupe 
A, sur un certain système, sans cjue A seul équivalent à 11, 
sur le même système. 

21. Composantes et insultante. — Lorsque des forces 
appliquées à un système rigide et entière m eut libre dans 
l'espace sont telles, qu'elles pourraient dans tous les cas 
être remplacées par une seule, celle force unique est dite 
la résultante des premières, et celles-ci s'appellent les eom- 

Cetlc substitution d'une seule force à plusieurs autres 
sur un système rigide et libre se nomme composition des 
forces, et la substitution de plusieurs forces à une seule se 
nomme décomposition de celte dernière. 

On voit donc, par ce qui précède, qu'on aura la résul- 
tante d'un système de forces, si l'on en trouve une qui 
fasse équilibre au système contraire, c'est-à-dire au sys- 
tème qui consislcrait dans les forces primitives prises en 
sens contraire cl appliquées respectivement aux mêmes 
points. Et, par conséquent, le problème de la composition 
des forces rentre dans celui de l'équilibre. 

Si l'on a trouvé une résultante, il u'y a pas à en cher- 
cher une autre, puisque nous avons vu qu'une force ne peut 
être remplacée identiquement que par une autre qui ne 
sérail que la première transportée en un point de sa direc- 
tion lié invariablement an système. 

Mais peut-on dire réciproquement qu'une force puisse 
être remplacée par plusieurs autres, par cela seul qu'elle 
pourrait les remplacer? Nous avons vu, en effet, des cas 
où nu groupe de forces A pouvait être remplacé par un 
autre B, sans pouvoir réciproquement le remplacer. 
L'exemple que nous en avons donné s'appliquait, il est 
vrai, à un système non rigide; maïs nous n'avons pas en- 
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corclc droit d'affirmer que cette réciproque est toujours 
vraie quand il s'agit (l'un corps solide. 

Nous prouverons bientôt qu'il en l'sl ainsi, c'est-à-dire 
que si un groupe A peut être remplacé par un autre B sur 
un système rigide, réciproquement il pourra remplacer B. 
Mais dans les cas simples que nous étudierons avant d'avoir 
établi cette proposition générale, nous reconnaîtrons Sans 
peine que cette réciprocité a lieu. 



22. Lorsque plusieurs forces, situées ou non ilans un 
même plan, sont appliquées h un même point et qu elles 
ne sont pas en équilibre, elles ont toujours une résitl- 

En effet, supprimons ces forces, et introduisons à leurs 
places des forces respectivement égales et contraires. Le 
point tendra, par leur action, à se déplacer dans une cer- 
taine direction déterminée; et, si l'on appliquait en sens 
contraire une force d'une intensité convenable, on empê- 
cherait évidemment le déplacement de se produire, et l'é- 
quilibre aurait lieu. Donc, d'après ce que nous venons de 
dire, celte force pourra remplacer les premières. 

23. Lorsque trois forces appliquées en un même point 
sont en équilibre, leurs directions sont dans un même 

Trois forces respectivement égale.* et opposées aux 

P Chacune des trots forces est égale et opposée à la ré- 
sultante des deux autres. 

1° Si les trois forces n'étaient pas dans un même plan, 
et qu'on fixât deux points liés au point donné et situés 
sur les directions de ces deux forces, l'équilibre ne serait 
pas détruit. Or ces deux forces seraient détruites et la 
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troisième De le serait pas (n° Ifi, Remarqua), l'équilibre 
serait donc détruit, rc qui est contradictoire. Il n'est donc 
pas possible que les trois directions ne soient pas dans un 
même plan. 

système sans y rjcn changer. Or, si on le fait tourner de 
deux angles droits dans son plan, autour du point d'appli- 
cation, chaque force est dans la direction opposée à la 
première et l'équilibre subsiste: Dont', lorsque trois fon es 
sont en équilibre sur un point, les trois respectivement 
égales et contraires y sont aussi. 

3° Une force opposée à l'une quelconque des trois peut 
remplacer les deux autres; car, d'après te qui vient d'être 
dit, elle serait en équilibre avec les forces égales et oppo- 
sées aux deux autres. Donc chacune ries trais farces est 
égale et opposer à la résultante des deux autres. 

Inutile de faire remarquer qu'il n'y a qu'une seule forée 
qui puisse faire équilibre à deux autres appliquées à un 
point, car celle forte doit être opposée à la résistance, qui 
„, unique (n° 21). 

Rappi'Ions encore qu'en introduisant mie force égale et 
opposée à la résultante de deux foires appliquées à un 
point, il y a équilibre. En effet, on a démontré que l'équi- 
libre est possible en introduisant une troisième force con- 
venable, et ensuite que celte troisième est égale et opposée 
à la résultante. D'où il suit que la force égale et opposée 
;'i la résultante établit l'équilibre. 

2i. Si des forces en nombre quelconque sont appli- 
quées à un même point, cl que leurs directions soient 
toutes dans un même plan et d'un même côté d'une droite 
passant par ce point, il est impossible qu'elles soient en 
équilibre. 



En effet, soient A le point donne {fi g. 3). XAX' une 
droite telle, que toutes les directions tics f"rcc; P, P', P", 
P w , . . . , soient d'un même côlé de celle droite; et suppo- 
sons que ces forces soient en équilibre. Fixons un point O 




situé sur AX et lié invariable m cul :i A, l'équilibre ne scia 
pas troublé. 

Oc, si l'on conçoit un rayon vecteur tournant autour de 
A, et parlant de la direction AX pour arriver à AX' en se 
mouvant du côté où sont les directions des forces données, 
on reconnaît immédiatement ( n" 16) qu'une force (jui se- 
rait appliquée seule au point matériel A, dans une quel- 
conque de ces directions, le ferait tourner autour de O dans 
le même sens, et que toute force appliquée à A, dans une 
direction située de l'autre côté de XX', ferait tourner le 
point dans le sens contraire autour de O. 

Il suit de là que chacune des forces P,P\F',... ten- 
dant à faire tourner A autour du point fixe O dans le même 
sens, rien ne s'opposera à ce que le mouvement ail lieu, et 
que, par conséquent, ces forces ne seront pas en équilibre 
comme cela devrait être d'après l'hypothèse. 

Cette hypothèse était donc fausse et les forces ne pou- 
vaient être en équilibre, ce qu'il fallait démontrer. 



Corollaire. — Il suit de là que lorsque trois foires 
P, P', P", appliquées à un point libre A, sont en équilibre. 
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la direction contraire à celle de l'une quelconque des Irais 

est dans l'angle des deux attires. 

En effet, si la direction opposée à AP, par exemple, 
n'était pas dans l'angle P'AP", on pourrait mener par A 
une droite telle, que les directions des trois forces seraient 
d'un même côté" de cette droite; les trois forces ne seraient 
donc pas en équilibre, ce, qui serait cotilraire à l'Iiypc— 

23. La direction de la résultante île deux forces ap- 
pliquées à un mémo point est située flans l'angle formé 
par les directions de ces forces. 

En effet, la force égale et opposée à la résultante éta- 
blissant l'équilibre, la direction qui lui est opposée, c'est- 
à-dire celle de la résultante, sera dans l'angle des deux 

Si les deux foires 'nul égales, la résultante sera dirigée 
suivant la bissectrice de l' angle des forces. 

Supposons, en effet, qu'elle ait une autre direction et 
faisons tourner de deux droits le système autour de la bis- 
sectrice. La résultante aura pris une position symétrique 

possible. Dom- l:i i.iii eninn de la us ni Un te ne peut être 
que la bissectrice. 

26. Si une force B peut remplacer deux foret» P elQ 
appliquées il un même point, réciproquement P et Q en- 
semble pourront remplacer R. 

En effet, si R peut remplacer P et Q, nous venons de 
voir qu'il y aurait équilibre entre P,Q, — R; donc P et Q 
peuvent remplacer R, puisque leur sysiémcest en équilibre 
avec l'opposé de R (n°20). 

27. Lorsque deux forces é^Je- non opposées sont appli- 
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qnées à un même point, elles peuvent être transportées 
parallèlement à clles-mênjcs en un point quelconque de la 
bissectrice de leur angle, pourvu qu'il soil lie invariable- 
ment au premier. Car ces forces peuvent Être remplacées 
par une seule, dirigée suivant celte bissectrice, et qui petit 
être appliquée en un quelconque de ses points; or, en 
ce point, d'après le numéro précédent, elle peut être dé- 
composée comme elle aurait pu l'èlre au premier point 
d'application, et l'on aura ainsi deux forées égales et pa- 
rallèles aux premières, appliquées eu un point quelconque 
de la bissectrice. 

RÉSUMÉ DES PROPOSITIONS ET PRINCIPES QUI PRÉCÈDENT. 

28. i° On peut, sans rompre l'équilibre d'un système, 
introduire de nouvelles forces telles, que si elles étaient ap- 
pliquées seules, elles se délruiraicnt au moyen des résis- 
tances et cfforls que peut produire le système et qui sont 
supposés illimités. 

a° On peut, sans détruire l'équilibre, supprimer le 
groupe de forées ainsi introduit, et généralement tout 
groupe de forces qui sont effectivement détruites par les 
résistances seules du système, sans le secours des autres 

S" On peut, sans détruire l'équilibre d'un système quel- 
conque, y supprimer des forces telles, que l'ensemble de 
forces égale* appliquées respectivement ans mêmes points 
en sens contraires seraient en équilibre sur le système, si 
elles y agissaient seules. 

Celle circonstance pourrait avoir lieu sans que les forces 
elles-mêmes fussent en équilibre, agissant seules sur le sys- 

4° Une force peut, sans changer son effet, quel qu'il 
soit, êire appliquée en un point quelconque de sa direction, 
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lié invariablement à celui auquel elle cuit d'abord appli- 
quée. Il n'est même p^s nécessaire que la liaison des deux 
points soit complète. 

5° Lorsqu'un système rigide a un seul point fixe, les 
forces dont la direction passe par ce point sont détruites, 
puisqu'elles peuvent tire appliquées au point (i\e. S'il y a 
un axe fixe, les fuites dont la direction rencontre cet axe 
sont déis tes par h.-;, pu.sqt -lies peuvent Être appliquées 

Nous admettrons comme résultat de l'expérience ou 
comme axiome, que toute force dont la dîrcciion ne passe 
pas dans le premier cas par le point fixe, et dans le second 
par un point de l'axe fixe, ne sera pas détruite et déplacera 
le système. 

6" Une force appliquée en un point d'un système libre 
ne pent être transportée parallèlement à elle-même en un 
point qui ne serait pas sur aa direction. Elle ne peut même 

la même droite. 11 résulte de là que lorsqu'on sait qu'une 
force appliquée à un point libre peut, sans changer d'effet, 
Être appliquée à un autre lié au premier, ce second point 
est sur la direction de la force. 

■f Deux forces qui ne sont pas égales et opposées ne 
peuvent pas se faite équilibre sur un système libre. 

8" Lorsqu'un système quelconque est en équilibre, on 
peut y ajouter ou supprimer des parties matérielles qui 
n'allèrent pas les liaisons des points auxquels les forces 
sont appliquées. 

On pent rendre fives (îcs points du système qui pouvaient 
se déplacer, ri l'éqniiibrr; ijui i.'Ni.-Uir r wi\ sera pus Iioulilé, 
Mais, après cela, il sera permis d'introduire des forces qui , 
agissant seules sur le système ainsi modifié, s'y détruiraient, 
et de supprimer des forces telles, que les contraires appli- 
quées seules s'y détruiraient. 
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g" Un groupe de foires peut en remplacer nu premier 
à-dire avec un «i oupe rLnnpiiîij foi ces traies lespeclivc- 

premîer groupe pourrait réciproquement rnnplarer l'autre 
sur le même système. 

En d'autres termes, un groupe de foi res peut être équi- 
valent à un autre, relativement à un système de points, sans 
que ce dernier soit équivalent au premier sur le même 
système. 



CHAPITRE II. 



COMPOSITION ET ÉQUILIBRE DE FORCES APPLIQUÉES 
A UN MEME POINT. 



29. La recherche de la résultante, ou la composition 
de forces en nombre quelconque appliquées à un même 
poinl, se ramène à la composilion de deux seulement; car 
si l'on cherche d'abord la résulta nie Je deux quelconques 
des forces, cette résultante, qui peut les remplacer, étant 
composée avec une troisième, donnera une résultante qui 

quatre, et, en continuant ainsi jusqu'à la dernière, on 
obtiendra une force qui pourra les remplacer toutes, et 
pourrait, réciproquement, Être remplacée par elles dans 
tout système rigide ou non rigide. Cherchons donc d'a- 
bord la résultante de deux forces appliquées à un point 

30. Composition de deux forces. — Parallélogramme 
des forces. 

La résultante étant appliquée au point auquel ces forces 
le sont elles-mêmes, il ne s'agit plus que de trouver sa di- 
rection et son intensité. 

On commence ordinairement par s'occuper de la direc- 
tion, ei on distingue deux cas, celui où les deux forces 
ont une commune mesure, cl celui où elles n'en ont pas. 
Dans le premier cas, la considération répétée de deux 
forces égales appliquées à un même point, cl qui peuvent 
être transportées parallèlement à elles-mêmes eu un point 
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quelconque de la bissectrice, conduit à celle conséquence 
que : 

La résultante de deux força commr.nsurahles appli- 
quées à un mtime point peut, sans changer d'effet, être 
transportée parallèlement à elle-même à l'extrémité de 
la diagonale, du parallélogramme construit sur les droites 
qui représentent les forces en gramleur et en direction. 

On conclut de là que celte extrémité de la diagonale 
est sur la direction de la résultante, qui n'est donc autre 
que celle de cette diagonale même. Si les forces sont 

par la considération des limites, soit par la réduction à 
l'absurde. 

Corollaire. — Cette proposilion générale permet réci- 
proquement de trouver le rapport de deux forces appli- 
quées à un même point lorsqu'on connaît leurs directions 
et celle de la résultante. 

31. Pour en déterminer l'intensité, on remarque qu'il 
y aurait équilibre entre les deux forcis données el une troi- 
sième égale et opposée à la résultante. Celle troisième et 
l'une des deux premières auraient donc pour résultante 
une force de direction opposée à la seconde; et coznme, 
par conséquent, on connaît le rapport de celle troisième à 
la première qui est donnée, on connaîtra donc relie troi- 
sième, qui est égale o la résultante cherchée. 

Les constructions simples qui représentent ce qui vient 
d'Être énoncé montrent que l'intensité de la résultante 
est représentée par la diagonale du parallélogramme con- 
struit sur les deux forces. D'où résulte ce théorème fon- 
damental : 

La résultante de deux forces quelconques appliquées 
à un même point, est représentée en grandeur et en di- 
rection par la diagonale du parallélogramme construit 
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sur tes lignes qui représentent ces foires en grandeur et 

La réciproque, ou la décomposition d'une force en tiens 
autres passant au même point, est évidente. 




que font entre elles les directions de ces trois forces. D'où 
résulte que les divers problèmes que l'on peut se proposer 
sur les grandeurs et les direction- de deux forces et de leur 
résultante, se ramènent immédiatement à la construction 
ou au calcul d'un triangle. 



33. Parallélépipède des forces, — Lorsque trois forces 
non dans un mémo plan sont appliquées à un même point, 
on trouve, eu les composant successivement, que la résul- 
tante est représentée en grandeur et en direction par la 
diagonale du parallélépipède construit sur les trois forces. 
Celle diagonale ne peut se réduire à zéro que lorsque les 
trois composantes sont séparément nulles. C'est donc le 
seul cas où les trois forces non dans un même plau no 
déplaceront pas le point libre auquel elles sont appliquées. 

On voit que les divers problèmes auxquels peut donner 
lieu la considération de trois forces appliquées à un point 
et de leur résultante, sont ramenés à la construction ou au 
calcul d'un parallélépipède. Le plus simple de res pro- 
blèmes, après le précédent, est celui qui a pour objet de 
décomposer une force en trois autres appliquées au même 
point, dans des directions données. Il revient à trouver les 
trois arêtes d'un parallélépipède, connaissant la grandeur 
et la direction de la diagonale, ainsi que les directions des 

34. Forces en nombre quelconque. — La composition 
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« Par leitrémitédc la droite qui représente l'une « 

. conque des composante», races une droite paraît, 

i l'une di s autres, de même wns ci égale; par l'est ré 

> de celle-ci, une droite parallèle à l'une du celle» 

< restent, di: miïmr sens cl égale, cl continuez ainsi 

i qu'.i la dernière composante, en les prenant .Un 

i onlrc quelconque; la droite qui joindra le point t 

. plicalïon Jc> forces a l'estrémild de la dernière d 

. construite, représentera la résuit ■ en grandeur , 



.ull.. 



I fer 



la force i laquelle les proposées sont réduites, serait nulle, 
et les Cotres serai en I ri. équilibre; cl réciproquement 

Maïs, comme les constructions sont le plus ordinaire- 
ment moins commodes que les calculs, il esL utile de tra- 
duire le théorème précédent en formules algébriques. Nous 
commencerons par chercher directement ces formules, puis 
nous indiquerons comment elles pourraient Aire déduites 
de ce théorème. 

SÉDUCTION DE TUUTES LES FORCES A TROIS AUTRES DIRIGÉES 
SUIVANT DES AXES FIXES QUELCONQUES. 

33. Si, par le point d'application de ces forces, on mène 
trois axes arbitraires, et qu'on décompose chaque force 
en trois autres dirigées suivant ces axes, toutes les com- 
posantes situées sur uu inème axe se réduiront à une seule, 
égale à l'excès de la somme de celles qui agissent dans 
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34 


DE l'eODII, 


MUE DES FDI1CES. 


un sens si 


tr la somme de 


celles qui agissent en sens coi 


Irairc; et 


celte force sera 


dirigée dans le sens de la pli 








sera donc 


remplacé par \ 




axes choisi 




is bien déterminé pour chacun* 


et pmir at 


air leur résulta 


nie, qui sera celte du syslèmt 



il sullira d'appliquer la règle du parallélépipède des forces. 

On parviendrai! au même résultai en considérant la 
ligne polygonale qui fait connaître la seconde extrémité de 
la résultante. En effet, si l'on décompose celle dernière 

plans parallèles à ceux des axes pris deux a deux, et qu'en- 
suite on mène par tous les sommets de la ligne pnlvgonale 
des plans parallèles à ceux des axes, on voit clairement 
que chacune des trois composantes de la résultante est 
égale à la résultante des composantes partielles que donne- 
raient toutes les forces proposées, suivant ces mêmes axes. 



rnTRouucTiOB des sicf.ES n*ris les ronces. 

36. Nous avons dit que loin es les composantes suivant 
nti même a\c, se réduisaient à une seule force égale à la 
différence entre la somme de celles qui agissent dans un sens 
et la somme de celles qui agissent dans l'autre, et que celle 
force agi t dans le sens de la plus grande somme. 

Cet énoncé peut être simplifié et réduit à la même 

Il suffit de considérer comme des nombres absolus ceux qui 
mesurent les forces dirigées dans l'un des deux sens choisi 
arbitrairement, cl comme des nombres négalifs ceux qui 
expriment les forces de sens contraire. En effet, si l'on 
ajoute, suivant les rèçlrs des Fiiiiuîs, tous ces nombres, tant 
positifs que négalifs, on aura une somme doni la valeur 
absolue exprimera la grandeur de la résultante, et dont le 
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signe, indiquant laquelle îles deux sommes est la plus 
forte, fci-a connaître le sens de celte résultante. L'énoncé 
général sera ainsi formulé : 

Les forces agissant sttivant une même droite se com- 
posent en une seule égale à leur somme, et agissant dans 
le sens indique par son signe. 

On voit encore ici que nous n'avons introduit les signes 
dans les forces que pour généraliser l'énoncé d'une pro- 
position. 

Si l'on désigne parX, Y, Z 1rs composantes, ainsi enten- 
dues, de l'une quelconque des forces, les composantes de la 
résultante suivant les axes seront 

2*. z«. 

■il. Cas où les axes sont rectangulaires. — Lorsque 
les trois axes sont rectangulaires, l'expression des compo- 
santes leur donne précisément les signes qui conviennent 
à la généralisation que nous venons d'indiquer. 

En effet, soit P l'une quelconque des forces données, 
a, G, y les angles que sa direction fait avec les trois sens que 

Pcosh, PeosS, Pcos 7 , 
à la condition de regarder comme positives celles qui fe- 
ront des angles ni^us avec lus axes positifs, et comme né- 
gatives celles qui feront des angles obtus , P étant toujours 

celles qui sont suivant un même ase, ou aura les trois 
résultantes des forces données, qui seront 

«Ma, 2 PcoîS ' 2 P C05ï ' 
Connaissant ainsi la grandeur et le signe des compo- 
santes, on connaîtra la résultante R et les angles a, b, c 
qu'elle fait avec les axes. 
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Dans le cas des axes quelconques, X, Y, Z désignant en 
grandeur ei en signes les composâmes de la résultante, les 
équations de celles-ci seront 

X Y 

■' — i ** ~~ Z 

38. £fl««fiw» d'équilibre. - Pour que des fni . es ap- 
pliquées h un même point soient en équilibre, il faut que 
la force unique à laquelle on les réduit soit nulle, et par 
conséquent que ses trois composantes suivant des axes 
obliques ou rectangulaires soient séparément nulles, ce 

5>=°. 2*=°. 2 Z =°- 

Dans le cas des axes rectangulaires, ecs équations de- 
viennent 

Si toutes les forces étaient dans un même plan, i! serait 
convenable de les décomposer suivant deux axes situés 
dans ce plan, cl alors cm aurait, pour les composantes tle 
la résultante, 

et pour conditions d'équilibre, 

2»=., v, . 

Mais on pourrait avoir des misons de conserver les trois 
axes, et les forces, n'étant dans aucun des plans de ces 
axes, devraient encore être décomposées en trois forces 
suivant ces axes, cl la résultante aurait encore pour com- 
posantes 2*, 2 Y ' 2 Z - Wais 11 ne fa « d,,aii p 1u " iroî * 
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érjualions : dcu* d'entre elles en irai lieraient la troisième. 
En effet, si l'équation du plan des forces est 
; = ai -h by, 
•in aura, pour chacune des forées, 

cl les deux équations X = o, = o en (rainent la 

troisième el suffisent par conséquent. 

Si toutes les fon es élaienl en ligne droite, h seule équa- 
tion 2 X = 0 enlra ' nera ' 1 ' cs deux autres elsulTiraït par 
conséquent. 



CHAPITRE III. 

COMPOSITION ET ÉQUILIBRE DEri FORCES PARALLELES. 



39. Le système de deux forces parallèles appliquées à 
un syslème rigide libre, c'est-à-dire dont le déplacement 
n'est assujetti à aucune condition, peut Être considéré 

On peut, en effet, leur substituer d'abord deux forces 
passant par les mêmes points d'application et concourant 
en un même point qui s'éloigne indéfiniment sur une droite 
parallèle aux forces; la limite de la résultante de ces forces 
sera la résultante des deux proposées. On obtient facile- 
ment ainsi la solution de ta question. 

On peut aussi considérer directement Ici deux forern 
parallèles, comme l'a fait Arehiinéde, qui u a pas lounu la 
composition des forces concourantes - c'est la solution 
adopléi- par Poinaot dm) s» Statique. 

On peut, enfin, ramener le cas clcs furces parai) nies à 
celui des forers concourante», non comme limite, mais par 
la simple introduction di' lieux fortes qui se détruisent sui 
le système rigide, el qui, par leur combinaison avec les 
deux proposées, ramènent immédiatement à la règle du 
parallélogramme des forces, el finalement h la résultante 
cherebée. On parvient ainsi à celle proposition : 

ic Deux forces parallèles de même sens ont une résul- 
o tante égale à leur somme; 

» Si elles sont de sens différents, el inégales, elles ont 
» une résultante égale à leur différence et dirigée dans le 
n sens de la plus grande. 



» Si elles sont de sens différents et égales, elles n'ont 
o pas de résultante. Et il faut bien remarquer qu'elles ne 
» sont pas en équilibre sur lu système ; car il y aurait en- 
i> core équilibre en y fixant un axe rencontrant l'une dei 
» deux forces seulement. La force restante, qui ne ren- 
» contre pas l'axe, ne devrait donc pas mettre le système 
» en mouvement; ce qui est contraire à l'un de nos prïn- 
» cipes. 

w Quand il y a une résultante, elle est dans le plan des 
u composantes, et rencontre la droite qui joint leurs points 
» d'application en un point tel, que chacune des trois forces 
n est proportionnelle à la partie de celle droite, comprise 
o entre les deux autres. » 

40. Quoiqu'une force puisse toujours être appliquée en 
un point quelconque de sa direction, lié an pn inïi r, f>n 
appelle <|ii : i'ialeiNi'nl point d'npplU iitinn de la résultante, 
celui où elle rencontre la droite qui passe par les points 
auxquels sont léillcmcnt appliquées II» composantes. Ce 
point j'iuit de la propriété rcinaïquablc d'Être indépendant 
de la direction des composantes, et môme de leur grandeur 
absolue; il ne dépend que du parallélisme, du sens relatif 
et du rapport dei deux coin posantes. 

41. Composition d'un nombre quelconque de forces 
parallèles, — En composant ensemble toutes les forces de 
même sens, on arrive, dans le cas le plus général, n deux 
forces de sens contraire. Si elles sont égales, cl non direc- 
tement opposées, il n'y a pas de résultante; et si elles sont 
directement opposées, il y a équilibre. Si elles s oui iné- 
gales, il existe une résultaute égale à la différence entre les 
deux sommes des forces respectivement de même sens et 
dirigée dans le sens de la plus grande somme ; son point 
d'application se déterminera comme nous l'avons dit. 

Centre des forces parallèles. — En composant d'abord 



deux des forces de même sens, puis leur résultante avec 

ecloi qoe nous avons (!i ( lîni [iiV-<i'ih:iu rin-n 1 ; agissant de 
même pour les forces du sens opposé, et de mémo pour I» 
composition de ces deux résultantes de sens contraires, on 
obtient, si elles sont inégales, une résultante dont le point 
d'application ne dépend ni de la direction des forces, ni 
de leurs grandeurs absolues, niais simplement du sens res- 
pectif et du rapport des forces. On le nomme centre i/es 
forces parallèles. 

TUÉOaÉME UES MOMENTS. SON USAGE. 

42. Nous venons de ramener la déterminai ion de la ré- 
sultante à celle du centre des forces parallèles; mais le 
procédé c|ui nous a conduit à démontrer son existence est 
peu commode pour sa détermina lion. 

Les points d'application des forres sont donnés par Ictus 
coordonnées, cl il est naturel de chercher à déterminer le 
centre par les siennes; de sorte cju'on est naturel Icmcnt 
conduit à chercher des équations entre ces dernières, celles 
des points donnés i l les gramlcn rs des forces. Par des rai— 
sons générales, d'innées ailleurs, lus e'ini 'le n nées devront 
être considérées avec leurs signes, comme dans mutes les 
équations démuni rées jusqu'ici : sans quoi, dans une même 
question, il faudrait entendre de différentes manières des 
choses qui recevraient le mémo nom. Et si, en agissant 
ainsi, on ne pouvait avoir d'équations générales, on serait 
obligé de distinguer plusieurs ras, ce qui n'aurait d'incon- 
vénients que sous le rapport du la simplicité. 

Heureusement que les deux sens que présenlenl les furccs 
offrent une ressource qu'on pourra utiliser ; et l'on recon- 
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naîtra effectivement que les équations que nous eberebons 
peuvent s'énoncer et s'écrire d'une manière unique pour 

les forces dirigées dans l'un des sens comme représentées 
par des nombres absolus, et par des nombres négatif:) celles 
qui sont dirigées dans le sens opposé. 

43. En considérant d'abord deux forces parallèles, du 
mime sens, et un plan quelconque par rapport auquel 
leurs points d'application soient d'un même côté, les rela- 
tions qui existent entre les ^randrius des forées et de leur 
résultante et les distances des points d'application cie ces 
trois forres, conduisent à cette proposition : 

11 Si l'on fait les produits de i liacnnc des deuv forces et 

>i la somme des deux premiers sera égale an troisième. 
» Mais si les points d'qpp!icalii>n de, foices n'étaient pas 
» d'un même côté du plan, ce serait la différence des pro- 
» duits qu'il faudrait substituer à la somme, cl le point 
» d'application de la résultante serait du même côté que 
« celui qui correspond au plus grand produit. » 

On voit par là quelles sont les diverses circonstances 
qu'il est nécessaire d'examiner, et l'on reconnaîtra facile- 
ment que les dinérentes équations qui leur correspondent 
peuvent être renfermées dans une seule, en regardant 
comme positives les perpendiculaires situées d'un côté du 

En désignant sons le nom de moment, par rapport au plan, 
le produit d'une force par la perpendiculaire, positive ou 
négative, abaissée de son point d'application sur le plan, 
et regardant les forces comme des grandeurs absolues, 
l'équation qui renferme tous les cas s'énoncera ainsi : 



Le moment de la résultante par rapport à un plan 
quelconque est égal à la somme îles moments des com- 
posantes. 

Si les deux forces n'étaient pus de même sens, celte équa- 
tion se trouverait modilice (Lus les situes des termes. 
Mais on reconnaît facilement qu'on se procurera l'avantage 
de réunir ces diverses formes en une seule, en considérant 
comme positives les furets dirigées dans l'un des deux sens 
choisi à volonté, el comme négatives, celles qui sont diri- 

ii. Cas d'an nombre quelconque de forces. — En ap- 
pliquant ce théorème à deux des forces, puis à leur résul- 
tante cl une troisième force, et ainsi de suite, jusqu'à la 
dernière, on arrive sans difficulté au théorème suivant : 

u Lorsque des forces parallèles quelconques ont une ré- 
» sultante, le moment de celte force pnr rapport à un plan 
» quelconque est égal à la somme des moments des com- 
» posantes, à la condition de regarder les forces dirigées 
» dans un sens comme positives, cl celles qui sont dirigées 
» en sens contraire comme négatives ; les perpendiculaires 
» situées d'un côté du plan comme positives, et celles 
n situées de l'autre comme négatives; et en entendant que 
» les sommes et les produits seront faits suivant les règles 
» démontrées dans l'addition et la multiplication des poly- 
i> nômes. u 

On voit ici, comme toujours, que les quantités négatives 
sont introduites pour renfermer plusieurs formules en une 
seule, el qu'il n'y a aucune règle à démontrer sur ces 
quantités négatives isolées, puisque la manière de les trai- 
ter a été une condition de la généralisation, fournie par la 
comparaison des formes diverses des équations. 



CHAPITRE III. ^3 

EXPRESSION DE LA RÉSULTANTE ET DES COORDONNÉES DE SON 
POINT D'APPLICATION. 

Soieot P, P', P",. . . les nombres positifs ou négatifs 
qui expriment les forces; x,y, z les coordonnées du point 
d'application de la force P; x', y\ z' celles du point d'ap- 
plication deP', et ainsi de suite; R, la valeur de la résul- 

son point d'application, ou du ceiflrc (les forces parallèles. 
On aura, d'après ce qui vient d'être dit, en prenant les 
moments successivement par rapport à chacun des plans 
coordonnes, 

R —. P -H P' -4- P" -I- - 
Rr,~ P-r + P'r' + P"-r" -+-..., 

R ri =p r + PV + PV*+..-, 

Rî,= Pî + PV + P'V + .... 

On connaîtra donc immédiatement la grandeur et le 
sens de la résultante, cl les coordonnées de son point 
d'application. 

ÉQUATIONS d'ÉQUIMBIIE DES FORCES PARALLÈLES. 

45. Il faut d'abord s'expliquer nettement sur la position 
de la question, et déclarer si l'on veut des équations qui 
assurent l'équilibre, quelle que soïl la direction des forces, 
comme nous avons trouvé la détermination du point d'ap- 
plication de la résultante, quand elle existe ; ou bien si l'on 

lèlcs à nne direction bien déterminée. P 

i° Supposons d'abord que l'équilibre doive avoir lieu, 
quelle que soit la direction des forces, et commençons, 
comme nous l'avons déjà fait, par réduire le système de 
toutes tes forces aux deux résultantes des forces respective- 
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ment de même sens : pour qu'il y lit équilibre, il faut que 
ces deux forces soient égales et directement opposées. 

D'iilioni, jioui' 'nielle- 'oient égales e'. de -en- contrai i'c 
il faudra que l'on ait 

P + P' + P" + . . . = o. 
Pour qu'elles soient direelenienl opposées, quelle que soil 
leur direction, il faul que 1rs deux points d'application des 
résultantes partielles, égales et de sens contraire, coïn- 

Or, pour que d<-\\x points coi neident. il est nécessaire et 
suffisant que leurs coordonnées soient édiles et de mêmes 
signes, par rapport à trois plans passiinl par un même 

Ainsi, en considérai) l d'abord les .r des deux points, il 
faudra, pour qu'ils soient égaux el de même signe, qu'en 
les mu l 11 pliant par les résultantes correspondantes qui 
sont égales et de signe contraire, la somme soit nulle. Et 
comme cette somme est égale a la somme lotalc des mo- 
ments P.r -f- ¥x' -h Vx" -f- . . . , il faudra que cette der- 
nière soit nulle. Il en serait de même pour les deux autres 
axes ; et les conditions de l'équilibre seront 

li) P + P' + P" +. . . = o, 

1 Pj + P't' + PY+...= o, 
(4) Pj* + P'r' +P"/+...= o, 

( Pz + PV +P"l" + ... = 0. 

Si tous les points d'application sont dans un même plan, 
la troisième des équations (i) rentre dans les deux autres. 

S'ils sont en ligne droite, les équations ( a) se réduisent 
à une, la direction des forces testant indéterminée. 

-i6. Si l'équilibre doit avoir lieu pour une seule direc- 
tion bien déterminée, il ne sera plus nécessaire que les 
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45 


points d'application des deux résultai] 


tes partielles coïnci- 


dent; il suffira qu'ils soient sur une 


droile parallèle aux 


forces. Si donc on [ireiul les deux plar. 


.s ZX,ZY, parallèles 


à la direction des forces, il suffira que 


le- (ii'ux points il 




icj; ce qui n'exige 


plus que deux équations. Les équations d'équilibre seront 


alors, par rapport à des axes quelconques, parallèles aux 


forces : 




P + P' -t- P" +. 




( Px+ P'j'-i- P".r"+. 






Si Ton voulait conserver aux axe-' 


des directions arbi- 



traires,cn supposant aux forées une direction déterminée, 
l'équation ( i ) subsiste toujours ; et si Ton suppose les for- 
ces parallèles j'i la droite x = az, j = bz, les conditions 
pour que les points d'application des deux résultantes par- 
tielles soient sur une parallèle n cctlc droite seiont 

ce seront les conditions d'équilibre. 

Si l'on a a = o, b = o, on rclombcsur les équations (3). 

47. Si en laissant les axes quelconques, on suppose 
toutes les forces dans un même plan 

mx + ,,y + p t + n = o, 
il faudra d'abord que la droite x = az, y — bz soil pa- 
rallèle à ce plan, ce qui donne 

et les équations 

que nous venons d'établir pour le cas général d'une direc- 



lion fixe des forces, deviendront, i-n remplaçant les z par 
leur valeur tirée de l'équation du pian, 

2>p*=«2 p -'' „2 i y='2 1 '*. 

qui n'en foui qu'une. 

Les équations d'équilibre seront dans ci- cai 

et il est remarquable qu'elles ne dépendent pas de la posi- 
tion du plan des forces. 

Si l'on voulait que les forces fussent dans le plan des x 
cl y, il faudrait que les équations de la droite parallèle. 




se réduisissent à 2=0, x = kj, /f étant un nombre 
On fera tendre la droite vers cette position, en faisant 

- = k, et il faudra, dans les équations précédentes, remplacer 

- par ft, ce qui donnera 

Si les forces étaient parallèles à l'axe des ï', on aurait 
A = o, et les équations d'équilibre seraient 

cowpoamoN et eomuimE mu couri.ES. 

48. Nous avons reconnu que deux forces parallèles éga- 
les, de sens contraire, tuais non directement opposées, ap- 
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pliquécs à deux points liés invariablement l'un à l'autre, 
11e soni pas réductibles à une force unique, et ne sont pas 

On s'etaii contenté de cette remarque jusqu'à Poinsot, 
qui a fait de ces singuliers assemblages de forces, un élé- 
ment essentiel delà théorie de l'équilibre et du mouve- 
ment. Ntms lui déMgmîniiis. avec lui. suiis le nom do 

L'objel de cet Ouvrage étant de faire connaître l'enchaî- 
nement et la liaison des idées, en parlant des données pre- 
mières, nous nous bornerons ici à indiquer les principes sur 
lesquels se fonde l'emploi des couples : les théories sui- 

II faut d'abord choisir le moyen le plus simple pour dé- 
terminer chaque couple en particulier, de manière qu'il ne 
puisse être confondu avec aucun autre. Pour la détermina- 
lion d'une force, on donne son point d'application, sa di- 
rection et son rapport à une force particulière, prise pour 
unité : voyons re qu'il convient de donner pour la déter- 
mination d'un couple, sans s'occuper aucunement de l'effet 
qu'il produirait sur le corps auquel il serait appliqué. 

La première chose à faire connaître, c'est le plan dans 
lequel se trouvent les deux forces qui forment le couple; 
ensuite la position et le sens de chacune des deux forces 
dans ce plan. Mais ces données pouvrul être remplacées 
par d'autres beaucoup plus simples. Pour faciliter le lan- 

perpendi cul aire abaissée d'un point quelconque de l'une 
des forces sur l'autre, et nous prendrons ses exlrémiiés pour 
les points d'application de ces forces. 

40. Cela posé, on démontre facilement que, quel que 
soit l'effet d'un couple, il ne sera pas changé si on le dé- 
place d'une manière quelconque dans son plan, en y faisan! 
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prendre à son bras de levier une position et une direction 
arbitraires, pourvu qu'il soit i\i invariablement a sa posi- 
lion première. On démontre en second lu u que l'ellel ncra 
le même si l'on Ira ut porte ensuite le couple para II élément 
à lui-uiËme, dans un plan quelconque parallèle au pre- 
mier, pourvu toujours que dans sa nouvelle position son 
bras de levier soit lié invariablement o la précédente. 

La conséquence i tirer de là, c'est qu'il est inutile de 
donner le plan même dans lequel se trouve le couple, tuais 

dans ce plan on peut prendre telle position qu'on voudra 
pour le bras de levier donné, eu avant soin que les deux 
forces perpendiculaires à ec bras soient dans des direelions 
qui permettent la co'inci douée des deux couples, par un 
simple déplacement dans le plan. 

50, La détermination de cette dernière condition tout à 
fait indispensable, se fera au moyen de l'image suivante. 

Supposons qu'on lise le milieu du bras do levier qui 
pourra prendre diverses positions autour de ce point, et 
qu'un observateur se place dans la perpendiculaire menée 
par ce puînt en ajiptivutit .ses pieds sur le plan. Imaginons 
ensuite que le bras de levier tourne de manière que clia- 

tirée parla force qui lui esi appliquée. L'observateur verra 

do sa droile vers sa ganclie. Mars s'il se plaçait sur le pro- 
longement de la perpendiculaire, de l'autre coté du plan, 
Sur lequel il aurait toujours les pieds appuyés, eetle même ro- 
tation lui apparaîtrait en sens inverse. Cela posé, nous con- 
venons de considérer toujours celle des deux directions de 
la perpendiculaire, pour laquelle la rotation paraîtra s'exé- 
cuter de gauebe à droite; nous la nommerons direction île 
l'axe du couple, et le sensdt cette rotation sera appelé (ifrcci. 
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II suffira donc, pour la complète détermination d'un 
couple, do faire connaître la direction de son axe, prise à 
partir d'un point arbitraire, l'intensité des forces, et la 
grandeur du liras de levier. 

al. Enfin on opérera nnc dernière simplification en se 
fondant sur cette proposition, qu'on peut, sans changer 
l'effet d'un couple, changer la force et Je bras de levier, 
pourvu que leur produit reste le mime. 

Il en résulte en effet qu'il est inutile de connaître sépa- 
rément la force et le bras de levier, maïs qu'il suffit d'en 
connaître le produit, auquel nous donnerons le nom de mo- 
ment du couple. Nous le représenterons par une longueur 
portée sur la direction de l'axe, à partir du point arbitraire 
par lequel on aura mené cet axe; nous appellerons cette 
longueur la grandeur de l'axe; et, en entendant ainsi les 
choses, nous pourrons dire : 

Un couple est complètement détermine par la direc- 
tion et la grandeur de son axe. 

Remarque — Le moyen que nous venons d'indiquer pour 
fixer le sens d'une rotation peut, au premier abord, paraître 
bizarre, comme étant fondé sur la conformation particu- 
lière de l'Iiomnie; et l'on désirerait peut 'être en trouver 



un plus géométrique. Mais ce serait se faire 




lusion; car il n'est ni axes, ni équations qui 


. puissent faire 


dislingucr l'un de ces deux sens de l'autre. 




Concevons, par exemple, dans un plan, 




langulaires AX, A Y. et un cercle de rayo 


,. H u. 


centre en A. Un point parlant du point B de 




cercle avec AX peut tourner dans deux sen 


s différents que 


l'on peut faire'eorrespondre aux valeurs d 


'un angle par- 



tant de zéro et prenant des valeurs positives, ou des valeurs 
négatives. On pourra donc bien exprimer d'une manière 
différente le sens de la rotation par laquelle le rayon 



veclcnr du point commence par marcher vers l'axe des > 
positifs, ou vers l'axe des y négatifs. Mais rien ne peut 
caractériser aucune de ces rotations, qui oni cependant 
chacune une existence absolue et différente. Dire qu'un dé- 
pincement se fait de AX vers AY ne détermine tien, puis- 
que les axes peuvent avoir deux positions relatives, et la 
difficulté serait de les distinguer ; ce que ni la géométrie ni 
le calcul ne peuvent faire. Il n'y a que la conformation de 
l'homme qui puisse ici lui venir en aide; sa vue s'exerce 
d'un seul coté, et sa droite ne peut être confondue avec sa 
gauche. Lors donc qu'il dit qu'il voit un point tourner au- 

sur le plan dans lequel s'ellVclue cette rotation, tous les 
hommes auront la connaissance précise du sens de cette 
rotation, et ne le confondront pas avec le sens contraire. 

De même, la position relative de deux axes rectangu- 
laires sur un plan, se distinguera en commençant par faire 
choix du cùté du plan où l'on veut se placer, et en disant 
si la rotation qui amènerait l'axe des x positifs sur l'axe 
des y positifs, en lui faisant décrire un angle droit, est di- 
recte, ou rétrograde, c'est-à-dire inverse. 



Dans le cas de trois 




ires, il y a uuecir- 


constance qui ne se pr> 




i il n'y a que deux 


axes. Dans ce dernier i 


:as, en se plaça 


nt d'un côté conve- 


nable du plan, on aurs 


les axes dans 






retournant le i 


nu des deux axes, 




avec ceux qui é 


talent placés dans la 


position inverse; et al 


jm les formule 


1 ne dépendront pas 


de cette position relaii* 


,e. Mais si l'on 


a deux systèmes de 



trois axes se succédant, les uns dans l'ordre XÏZ, les autres 
dans l'ordre YXZ, il sera impossible, par aucun déplace- 
ment, d'amener les axes positifs de l'un des systèmes, sur 
ceux de l'autre. Et de là pourront résulter des dïtlercnces 
dans les formules dépendantes de deux systèmes d'axes, 
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suivant qu'ils seront dans le même ordre, ou en ordre 

Ces deux disposions possibles des X,y, r, qu'aucun 
déplacement on retournement ne peut amener à coïncider, 
ne peuvent se distinguer l'un de l'autre qu'en disant si l'ob- 
servateur placé dans l'axe positif des z, les pieds appliqués 
sur le plan xy, verrait l'axe des x positifs marcher ver* 
l'axe des y positifs, par une rotation directe on rétrograde, 
qui amènerait la coïncidence des deux- axes, lorsque le 

Comme exempte de figure susceptible de deux sens im- 
possibles à distinguer par des équations ou procédés géo- 



lions inverses aux projections des deux points décrivants, 
no peuvent jamais être' amenées à coïncider. Elles sont 
essentiellement dilïcreiites, et formenl deux lypes distincts. 
Or ïl n'y a aucun moyeu purement mathématique de dé- 
signer l'un de ces deux lypes en particulier. On pourra 
bien former deux systèmes d'équations qui représentent les 
deux types, mais lous les proréJés purement géométriques 
seront in suffisants pour les distinguer. 

image, et de supposer un observateur place dans l'axe, les 
pieda appuyés sur la base du t\ 11 min et regardant les deux 

des types, parfaitement caractérisé. Ces deux types, par 
suite de cette image même qui permet de les distinguer, 
ont été désignés sous le nom d'hélice dextiorsum, et d'Iié- 
UMjfefrftwnu». 

Le règne végétal et le régne minéral en offrent des 
exemples. 
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DE L'ÉQUILIBRE DES FORCES. 



COMPOSITION I 

52. i" Cas oà lus axes sont parallèles. — Si les rou- 
pies sont dans des plans parallèles, on les ramènera dans 
un même plan, on les transformera en d'autres qui au- 
ront un même bras de levier et les mêmes moments res- 
pectifs que les couples donnés, puis on amènera tous ces 
bras de levier à coïncider. Il est visible alors que toutes 
les forces se réduiront à deux égales et contraires for- 
mant tin couple avant le bras de levier commun, et pour 
valeur des forces qui le forment, la différence entre la 
somme de toutes celles des couples dans u» sens, et celles 
des couples de sens contraire, cl agissant dans le sens de la 
plus grande somme, ce qui donne la proposition suivante : 

u Des couples situés dans des plans parallèles se cou.- 
» posent toujours eu un seul, situé dans un plan parallèle, 
« ayant un moment égal à la différence entre la somme 
» des moments des couples agissant dans un sons, et la 
» somme des moments des couples de sens contraire, et 
b agissant dans le sens de ceux qui donnent la plus forte 

Cette proposition peut s'énoncer plus simplement comme 
il suit: 

« Pour ronq.od.-r des toupies dont les axes sont parai- 
» lèle», il suffit de transporter en on même point tous cet 
» axes qui seront alors en ligne droite, de faire la somme 
» de tous eeiix qui sont du même coté de l'origine COtn- 
» mune, el de retrancher h plus petile rie la plus grande ; 
q le reste représentera, en direction et en grandeur, l'axe 
» du couple résultant. » 

Et si , pour simplifier encore cet énoncé , on considère 
comme positifs les axes diriges dans uu sens, et comme né- 
gatifs ceux qui sont dirigés en sens contraire, ce qui n'est 
nullement obligatoire, on énoncera ainsi le théorème : 
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D'où " on S ï(Tt^"[uc h ^omposi^ 
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leurs ânes parallèles est identique : 


i celle de forces agissant 




parallèles. — Eu con- 


sidérant d'abord deux couples seul 


cluent, cl transportant 




,i reconnaît facilement 


qu'ils se composent en un seul représenté en grandeur et 


en direction par la diagonale du 


parallélogramme con- 


striiît sur les axes des couples don; 




Il est inutile de faire remarquer 


que composer des cou- 


pics dont lea axes sont donnés, c'e 


st composer des couples 




donnés, et cette seconde 


question peut facilement être traili 


■e directement : il en est 


(le mémo pour la décomposition d 




Cette composition des axes est i 


îenlîque à celle de deux 


forces qui seraient substituées au 


x axes; et l'on obtient 


ainsi la règle générale suivante, qu 





Pour composer des nniipl,:i en nom/ne quelconque et 
dont les axes ont des directions quelconques, il suffit de 
transporter les axes de ces couples cil un même point qui 
soit leur origine commune, et de composer ces axes comme 
s'ils représentaient des forces i la résultante de celles-ci 
représentera en direction cl en grandeur l'axe du couple 
résultant. 

Il est visible que celle composition ne donne lien à au- 
cun cas d'exception, connue on en a rencontré dans le cas 
des forces parallèles. 

Conditions d'équilibre des couples. — Tous ces couples 
peuvent toujours se réduire à un seul dont on peui, par ce 



qui précède, déterminer lu moment. Mais si ce couple 
existe, nous savons qu'il ne peut être en équilibre sur 
un syslèmc rigide lilire; il est donc évident qu'il faut, ou 
que les deux forces qui le composent soient nulles, ou que 
ces foires soient directement opposées, c'est-à-dire que le 
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CHAPITRE IV. 



COMPOSITION ET ÉQUILIBRE DE FORCIS QUELCONQUES 
APPLIQUÉES A m SYSTÈME MOIDE LIBRE. 



53. Première rédaction des forces. — Toute force ap- 
pliquée en un point d'un système rigide peut être rem- 
placée par une force égale, parallèle et de même sens, 
appliquée à un point quelconque lié invariablement au 
système, plus un couple dont l'une des forces sera la pro- 
posée, et la seconde passera par le point choisi. C'est ce 
que l'on aperçoit immédiatement en introduisant à ce 
point deux forces égales et contraires, parallèles à la pre- 

Si l'on fait celle transformation pour loutcs les forces 
appliquées au système, leur ensemble sera remplacé par 
ces mêmes forces transportées parallt'-lciiHmt à elles-mêmes 
en un point choisi a rbi irai renient et lié au système, plus 
un nombre égal de. couples bien déterminés. 

Or louics les forces appliquées à un inëmc point se ré- 
duisant à une seule, cl tous les couples à un seul, on peut 
donc énoncer îa proposition suivante : 

Des forces, en nomhrc quelconque, appliquées h un 
corps solide, ou à un'syslime rigide quelconque, peuvent 

Celle- force est la résultante de tout J les proposées 
transportées parallèlement à elles-mêmes en un point 
quelconque lié an système. Sa grandeur cl sa direction sont 
donc indépendantes de ce poinl. 

Les couples composants et le couple résultant dépen- 
dent du point choisi. 
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51. Conditions pour que les forces appliquées à un 
corps solide libre, soient en équilibre, — Ces forces étant 
réduites h une seule force el un couple, il est facile de voir 
qu'il ne peut y avoir équilibre que si cette force el le 
couple sont séparément nuls. En effet, si une force cl un 
couple, qui ue seraient pas nuls, étaient en équilibre, on 
pourrai!, saus détruire ir.L équi] ibn.', (îxr-r un puiul sur I;i 
direction de cette force, qui se trouverait ainsi détruite; 
il ne resterait donc plus que le couple, que l'on peut trans- 
porter de manière qu'une de ses deux forces passe par le 
point fixe, qui la détruira; et ît restera une force qui ne 
passera pas parle point fisc, et, par conséquent, d'après 
un des premiers principes, déplacerait le corps. On arrive 
ainsi à ce théorème : 

Théorème. — Pour que des forces quelconques appli- 
quées à un système, rigidr y soient en équilibre, il est né- 
cessaire et suffisant que toutes ces forces, transportées 
parallèlement à clles-méme en un même point, y soient en 
équilibre; cl que les couples provenant de ce transport, y 
soient de leur côté. 

Chacun de ces équilibres s'exprime généralement par 
trois équations; il y en aura doue six pour exprimer l'équi- 
libre d'un système rigide : nous nous occuperons bientôt tle 

Corollaire I. — 5/ un système, de forces est en équi- 
libre sur un corps solide libre, le système de Ces mêmes 
forces changées de sens y sera de même. 

En cflet, si l'on opère sur chacun de ces deux systèmes 
la réduction que nous venons d'indiquer, en prenant le 
même point pour y transporter les forces, on aura en ce 
point, pour chacun des systèmes, des forces égales et oppo- 
sées qui donneront deux résultantes égales et opposées, el 
des couples qui auront respectivement les mûmes plans, 
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les mûmes momeuts, mais des sens contraires : les axes de 
ces couples seront donc respectivement égaux et directe- 
ment opposés. Les axes des couples résultants seront donc 
de même grandeur et de sens directement contraire. 

Cela posé, s'il y a équilibre dans l'un d'en*, !a forée ré- 
sultante et le couple résultant seront nuls séparément; ils 
le seront donc dans l'autre, qui sera par conséquent aussi 
en équilibre. 

ConOLLitmE II. — Si un groupe du jurées B peut »n 
remplacer un autre A sur un corps solùh, réciproquement 
A pourra remplacer B. 

En effet, d'après l'hypothèse, 11 et — A se feraient équi- 
libre sur le syslèinc (le signe — étant mis devant le groupe 
pour indiquer un groupe comuosé de foires directement op- 
posées j'i celles de A, comme nous en avons déjà prévenu au 
11" 20), et par conséquent, d'après ce qui vient d'être établi, 
A et — B seraient en équilibre : donc A peut remplacer H. 

Corollaire III. — Si, dans un système rie forces en 
équilibre sur un corps sol/de, on peut Supprimer un groupe 
de forces sans détruire l'équilibre, ce groupe appliqué 
seul y serait en équilibre. 

F.n effet, soient A et lî les deux groupes qui composent 
le système donné, et supposons qu'on puisse supprimer lî 
sans troubler l'équibre, c'est-à-dire que A seul serait en 
équilibre, et par suite — A, d'après le Corollaire I. Or, 

mer A du système AU ïans ti mibl.T l'équilibre, par suite 
Il appliqué seul serait en équilibre. Jl eu résulte que — B 
y serait aussi. 

Et réciproquement, si un groupe M appliqué seuls un 
corps solide y est eu équilibre, on pourra le supprimer 
dans tout système de forces en équilibre sur ce corps, dont 
il ferait partie. Car il suffit pour cela que — M soit en 
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équilibre, seul sur le système; ce qui csl en effet, puisque 
M y est. 

Corollaire IV. — Si dans un système de forces en équi- 
libre sur un corps solide, on peut introduire un groupe A 
sans rompre cet étal, ce groupe appliqué seul y serait en 
équilibre. 

En effet, on peut commencer par introduire les deux 
groupes A et — A. Or,supprimer ensuite — A, c'est comme 
si l'on avait introduit A seul, ce qui, par hypothèse, ne dé- 
truit pas l'équilibre. La suppression de — A ne détruira 
donc pas l'équilibre existant; donc, d'après le troisième 
corollaire, ce groupe serait en équilibre s'il était applique 
seul sur le système. Le groupe contraire A y est donc aussi ; 
ce qu'il fallait prouver. 

CobOllMue V. — Sides forces sont en équilibre Sur un 
système non rigide, et qu'on puisse introduire un groupe A 
sans rompre cet état, ce groupe serait en équilibre sur 
le même système rendu rigide. 

En effet, les premières forces eu équilibre sur le sys- 
tème non rigide y seraient encore si l'on rendait eu système 
entièrement rigide; et le sysième non rigide élan! en équi- 
libre après l'introduction de A, il en serait encore de même 
de ce système rendu rigide. Or ce dernier état de choses 
csl celui que l'on obtiendrait en introduisant A dans le 
système rigide auquel seraient appliquées les premières 
forces, et qui serai [ en étjui libr e ; et cette introduction ne 
rompant pas l'équilibre, le groupe A, appliqué seul sur le 
système rendu rigide, y serait en équilibre : ee qu'il fallait 
prouver. 

Corollaire VI. — Si l'on peut supprimer un groupe A 
ïsur un système non rigide en équilibre, sans détruire cet 
état, le groupe A serait en équilibre, appliqué seul sur le 
système rendu rigide. 
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En effet, la suppression de A équivalu à l'introduction 
de — A. Or, cette introduction ne troublant pas l'équilibre, 
par hypothèse, il suit du corollaire précédent que le groupe 
— A serait en équilibre s'il était appliqué seul sur le sys- 
tème rendu rigide. Il en serait donc de même de A : ce qu'il 
fallait démontrer. 
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forces appliquées à un corps rigide, peut être réduit à une 
force et un couple: il est donc nécessaire et suffisant que 
cette force el ceile que l'on introduira détruisent le couple. 
Or ces deux forces peuvent toujours se réduire à un couple 
et une force; cl il faut que celte dernière force soit zéro: 
car, sans cela, il faudrait qu'elle fût en équilibre avec le 
couple résultant des deux autres, ce qui est impossible. Les 
dcuxfiirccs doivent donc former simplement un couple; et 
ce couple doit détruire le couple résultant. U doit donc être 
dans un plan parallèle à celui de ce dernier; et, par consé- 
quent, la résultante des forces transportées en un même 
point doit être parallèle au plan du couple résultant, cl ne 
pas être égale à zéro. Et réciproquement, s'il en est ainsi, 
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il existera évidemment une force qui formera avec la résul- 
tante un couple avant son plan parallèle à celui du couple 
résultant, le même moment cl le sens contraire, et les dé- 
truira par conséquent; d'où il résulte que ie système des 
forces sera réductible à une force unique. On obtient ainsi 
la proposition suivante : 

Pour que des forces appliquées à un système rigide 
aient une résultante, il est nécessaire que ces forces, trans- 
portées en un même point, donnent une résultante paral- 
lèle au plan du couple résultant. 

ÉQi'ATioss n'ÊQtiunnE d'os SYSTtME quELCOKqUC OE FOICES 

APPLIQUÉES A US COUPS SOLIDE LlUKE. 

SC. Nous avons montré que. pour que des forces quel- 
conques appliquées à un corps solide fussent en équilibre, 
il était nécessaire et suffisant que toutes ces forces, trans- 
portées parallèlement à elles-mêmes en un point quelcon- 
que lié au corps, donnassent une résultante nulle, et que 
le moment du couple. résultant fui aussi nul. Il ne s'agit 
plus que d'exprimer ces conditions par des équations. Nous 
prendrons, pour plus de généralité, un système d'axes de 
coordonnées obliques. 

Désignons les forces données par 

P, F', P',... 

xyz, x'fi', t'y't",.. . 
les coordonnées de leurs points d'application respectifs 

M, M', M" 

Nous choisirons l'origine des cininlmiiiées pour le point 
où les forces seront transportées parallèlement à elles- 
mêmes, en vue de réduire le svstèmc à trois forces suivant 
les axes en trois couples suivant les plans coordonnés. 
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Mais, pour calculer plus facilement les moments de ces 
trois couples, nous commencerons par décomposer chaque 
force, en son point même d'application, en trois forces pa- 
rallèles aux axes, et ce sont ces composantes que nous trans- 
porterons à l'origine où elles se trouveront dirigées suivant 
les axes mêmes. Ces composantes seront les niâmes qui; si 
l'on avait transporté les forces P, P',... à l'origine, clijii'on 
les eût ensuite décomposées suivant les a\cs; mais il sera 
bien plus facile de calculer tes moments et de reconnaître 
le sens des couples composants situés dans les plans des axes. 
Prenons l'une quelconque, P, des forces données, et dési- 
gnons par X, Y, Z les trois composantes parallèles aux 
axes, et appliquées au même point M que la force P. 

La composante Z sera remplacée par une force égale et de 
même sens, située dans l'axe AZ, et par un couple situé 
dans le plan ZAM, qui pourra être décomposé en deux cou- 
ples situés dans les deux plans coordonnés qui su coupent 
suivant ÀZ. En agissant de même pour la composante Y, 
on aura deux couples situés dans les deux plans qui se cou- 
pent suivant AY; et enfin la composante X donnera deux 
couples situés dans les deux plans qui se coupent suivant 
l'axe AX ; de sorte que chaque plan coordonné contiendra 
deux couples, dont il faut calculer le moment et reconnaî- 
tre le sens. Les formules que nous allons obtenir seront 
générales, sous une forme unique, aux mêmes conditions 
que dans tout ce qui précède; c'est-à-dire en regardant ; les 
coordonnées x, y, a comme positives quand elles sont de 
mâme sens que les directions respectives AX, AY, AZ; les 
forces parallèles dans un même plan comme positives ou 
négatives, suivant qu'elles sont dirigées dans le sens des 
actes positifs ou en sens contraire ; et les moments comme 
positifs ou négatifs dans un même plan coordonné, suivant 
qu'ils seront dans le sens direct ou rétrograde pour un ob- 
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scrvaieur si lue du même côté de ce plan que l'axe des coor- 
données qui ne s'y trouve pas. 

D'abord, les fonts dirigées suivant 1rs axes se réduiront 
n Irois, ayant respectivement pour expressions les sommet 
algébriques 

X + X' + X*+..., 
T + Y'+Y* + ..., 
Z + Z' + z* -4- . . . , 

2>, Jt, jz. 

Soient maintenant Q le point où la composante Z en M 
perce le plan xy; AS, AT, l'a: cl J> de M ou de Q {fig. 4) ; 

Fi B . << 




le couple dont les deux forces Z sont appliquées en A et 
Q est celui qui proviendra de la composante Z sur A ; et si 
en Zon introduit deux forces, Z. — Z,qui se détruisent, on 
aura, au lieu du premier couple, deux couples ayant Z pour 
forées, et l'un dans le plan z_r, ayant pour bras de levier 
oblique AS ou x, l'autre ayant pour bras de levier oblique 
QS, et qu'on peut transporter dans le plan parallèle xy, 
où son bras de levier sera AT ouj. El l'angle de la force 
et du bras de levier de chacun de ces couples est précisé- 
ment celui des deux ases dans le plan desquels il se trouve. 



On obtiendra semblable m eut les couples produits par les 
deux aunes composâmes. 

En supposant d'abord les trois coordonnées x, y, z et 
les composâmes X, Y. Z dirigées (huis lu sens des a ses po- 
sitifs, la force P, pour la somme des moments des deux 
couples, sera : 

Dans le plan YZ, 

[yZ — «YJwnj-i; 

Dans le plan ZX, 

(;X — .rZj sium; 

Dans le plan XY, 



quelles que soient les directions des coordonnera et des 
composantes, les expressions préré'leijles repr i-si-w ici on! 
toujours, en grandeur et en signes, les moments des couples 
fournis par la force P, à la condition que les coordonnées 
et les composantes seront regardées comme positives quand 
elles seront dirigées dans le sens des axes, et connue néga- 
tives dans le sens contraire; et que les moments positifs 
correspondront au sens direct des couples, cl les moments 
négatifs au sens inverse. Et tout cela est démontré à la con- 
dition que les opérations sur toutes les quantités négatives 
seront exécutées suivant les règles démontrées dans lu cas 
des polynômes. Il n'y a donc aucune question à faire à cet 
égard, celle manière d'opérer étant la condition de la gé- 
néralité, qu'on peut ne pas vouloir, mais qu'on ne peut 
obtenir qu'à ce prix. 

Maintenant, si l'on fait la somme algébrique de toutes les 
expressions analogues que fournissent les autres forces P', 
P*,. . ., on aura, en grandeur et en signes, les moments des 
couples résultants dans les trois plans coordonnés. Elcom me 
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des couples situés dans trois plans qui n'ont qu'un point 
commun, se corn pose raie nt toujours en un seul dont le mo- 
ment ne serait pas nul, il est nécessaire, pour l'équilibre du 
l'ensemble des couples, que les trois moments résultant 
soient séparément nuls. 

De plus, pour que la résultante des forces soit nulle , il 
faut que ses trois composâmes suivant les axes, le soient 
séparément. Les conditions nécessaires et suffisantes du 
l'équilibre dus forces données, seront donc exprimées par 
les six équations suivantes, dans lesquelles nous avons sup- 
primé les facteurs inutiles sin_) £, sinzjr, nnxy : 

( ,i 2 x -°. jy=., 2--=°^ 

3111 rectangulaires, ces équations deviennent 

|2p(reo. ï -.c<.e)=o, 

2»c~— »)=•• 

Ces trois dcrniùrcs équations peuvent être énoncées 
d'une manière qu'il n'est pas inutile de reconnaître. Si, 
par le point quelconque d'application de la force P, ou 
mène un plan perpendiculaire à AZ, qui coupe celte ligne 
en O, et qu'on décompose la force en une force parallèle à 



Si les axes s. 

(3) 2 Pcos 

(4) 
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cet aïe Cl une aun e Q. silure dans II ]ilau perpendiculaire, 
la première sera P cosy, et la seconde Psiny sera la rc- 
sullanledcs forces Pcosa, PcosS, parallèles à AX, AY. 
Le nionicnl de celle force Q par rapport à O, que Ion ap- 
pelle aussi le moment du la force P par rapport à AZ, 
sera di>ne la somme algébrique des moments des drnï 

ce qui est le couple relalif à la force P, eslimé suivant 
l'axe des D'où l'on voit <|uc les irois dernières équations 
d'équilibre expriment que les sommes îles moments de 
toutes les forces par rapport à trois axes rectangulaires 

On peut remarquer que la distance du point O à la 
force Q n'est antre chose que la distance de O au plan 
mené par la force P parallèlement à l'axe des s ; c'est donc 
la plus courte distance de la force P à cel axe. De sorte 
que le moment d'une forre par rapport à un axe est le 
pruduil de la plus courlc distance de ces deux droites par 
la composante de celle force perpendiculairement à l'axe. 

CAS OU TOUTES LUS FORCRS SOKT n.\HS VB MÊME PLAN. 

57. Si, pour plus de simplicité, on prend ce plan pour 
celui de* x et y, on aura, pour toutes les forces, 

; = o, Z = o; 
les équations (1) et (a) se réduiront donc aux suivantes : 

on, si las nss sont reclangiiUirc), 

(6) 2Pcoi.=o, Jp».I = d, 2 p (' t0!! --'™"l = °' 
Ce cas particulier peut être traité directement, en sui- 
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vant la même m a relie que dans le cas général : c'est même 
ce qu'il convient de faire pour les commençants. On arrive 
ainsi immédiatement aux équations (5) ou (6). 

La troisième des équations (6), qui exprime que le 
couple résultant a un moment nul, peut être mise sous 

l'origine, sans les décomposer à leur point d'application : 
le couple qui proviendra du transport de l'une quelconque 
des forces aura pour moment le produit de cotte force par 
la perpendiculaire abaissée do l'origine sur sa direction; 
le sens de ce couple sera direct si la force tend à faire 
tourner le système dans le sens direct autour de l'origine 
supposée fixe, et inverse dans le cas contraire. En dési- 
gnant ce produit sous le nom de moment de la force par 
rapport à l'origine, cl en le regardant comme positif, 
quand te sens est direct, et comme négatif, qnand le sens 
est rétrograde, la condition d'équilibre des couples s'énon- 

La somme algébrique des moments des forces par rap- 
port à un point quelconque du plan, doit être égale à 

C*S OU TOUTES LES FORCES SOST PARALLELES. 

T)ans ce cas, les rapports ï, ~, ~ sont les infimes pour 

toutes les forces. Si nous lus désignons par a, b, c, les 
équations (j), (i) deviendront : 
Les premières 

•2'— • *2'-«. <2'=«. 

ou simplement 
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Les secondes 



67 



Il faut maintenant distinguer deux cas, suivant que l'on 
voudra quu l'équilibre ail lieu, quelle que soit la direction 
des forces passant toujours par les mûmes points d'applica- 
tion, ou bien que la direction de ces forces soit donnée et 
invariable. 

i° Dans le premier cas, deux des rapports a, &, c sont 
indéterminés, a et 6, par exemple. La troisième des équa- 
tions (7) exige alors qu'on ait ^Par = o, ^Py sso, et 
les deux autres donneront alors ^Pz = o. Les roudi- 
tionsd 'équilibre, dans cette hypollièse, seront donc, comme 
„ 0 «.k„v.».dijl«u.é ra , 

2'=", 2>=», 2 p j-». 2 P ==<" 

a" Si l'équilibre doit avoir lieu pour une direction dé- 
terminée des forces, a, h, c sont des nombres donnés inva- 
riables. Les deux premières équations (7) donnent 

et la troisième en est une conséquence. Les conditions de 
5. 
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l'équilibre se réduisent donc, dans ce cas, ;'t 

si l'on prenait l'axe des z parallèle aux forces, on aurait 
cl les équations deviendraient 

2p=„, 2>=°, 2"r=o, 

comme nous les avions trouvées précédemment. 

3° Si ces forces parallèles étaient dans un même plan 
ayant pour équation 

; = u -+- 6j- +- y, 
et les équations (8) deviendraient 

2,=., (.-?)2>-=t2". 
(-?)2>=i?2". 

qui se réduisent h une seule. 

Les équations d'équilibre seront alors, comme nous les 
avons trouvées précédemment, 

CALCL'L tIE U r.ÉSULTAriTE HE FOI1CES APPLIQUÉES A UH 

88. Soionl X', Y', Z', X", Y", Z" les composantes des 
forées données. Posons 

2>' = X, 2T' = Y, 2Z' = Z, 
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chàpithe iv. 6g 
X, Y, Z seront les composâmes de la résultai! le des forces 
données, Iran s portées à l'origine. 

Soient — X,,— Yi, — Z,, eu grandeur el en signe, les 
composantes (l'une force inconnue qui ferait équilibre 
aux forces données, et par suile X,, ï„ Z t les composantes 
Je la résultante si elle existe, et soient x„ j t , s, les coor- 
données de son point d'application; les six équations de 
l'équilibre seront 

X — X, = o, T — Y, — o, Z — Z, — o; 

2(j-'z'-^r)-tr 1 z 1 -».T,)= 0) 

2(»'X'-* , 2')-(.,X,-*,Z 1 ) = o, 
2(. C 'Y'-/X')-(-*.Y.-.nX,) = o. 

Représentant par L, M, N les trois sommes qui sont dans 
ces équations, elles deviennent 

(1) X 1 -X = o, Y, — Y — o, Z,-Z = o, 

(2) j,Z — !,Y=L, i,X — *,Z = M, *,Y— y,X = X. 
Pour qu'il y ait équilibre, il est nécessaire et suffisant 

que l'on puisse satisfaire à ces six équations par des va- 
leurs données à Xi,^i,s tl X,, Y,,Z,, et alors il y aura une 
résultante qui sera la force opposée à celle qui établira 
l'équilibre. 
Les équations (1) donnent 

X, —X, Y, — Y, Z, — Z, 

ce qui exprime que les composantes de la résultante sui- 
vant les axes seront les sommes des composantes des forces 

Les équations (2) expriment que les moments des trois 
couples fournis parla résultante, sont éjjaux à la somme de 
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ceux qui! fournissent toutes les forces. Elles feront connaître 
z„ mais elles ne seront pas toujours compatibles. 
En effet, si l'on multiplie la première par X, la seconde 
par Y, la troisième par Z, et qu'on les ajoute, on aura 

(3) LX + MT-i-NZ~o, 

équation entre des quantités connues, et qui est une condi- 
tion nécessaire pour la possibilité de l'équilibre. Elle serait 
insignifiante si les trois quantités X, Y, Z étaient nulles; 
mais alors on ne multiplierait pas les équations (a) par o, 
et elles se réduiraient à L = o, M = o, N = o, qui indi- 
queraient que le couple résultant serait nul; et le système 

Ecartant donc ce cas, l'équation (3) subsiste comme con- 
séquence des équations (a), qui se réduisent à deux seule- 

Lcs quantités x„ 1 z, ne «thiii donc pas déterminées, 
et comme elles satisfont a deus équations du premier de- 
gré, le lieu des puinis qu'elles construisent sera une ligne 
droite. Tous les points de celle droite pourront donc Être 
I p< ■ -> puni li [.■.Mit >r.i|-|ili ni il' l.i ['.-ni- i<i]i 1"-. | « 1 : - 
libre, et par suite de la résultante du système, qui lui est 
directement opposée. 

Remarque. — Comme 011 a démontré que la condition 
pour que les forces aient une résultante, esi que la résul- 
tante des forces transportées en un même point soit paral- 
lèle au plan du couple résultant, il s'ensuit que l'équa- 

sinus des angles que la résultante fait avec les axes, et L, 
M, N le sont aux cosinus des angles que l'ail l'axe du roupie 
résultant. L'équation (31 exprime donc que la résultante 
est perpendiculaire à Taxe du couple résultant, et par con- 
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séquent parallèle à son plan. Dans le cas des axes obliques, 
il n'est pas facile de reconnaître cette signification de l'é- 
quation (3), et je ne connais aucun Traité de Mécanique 
où elle soil démontrée. 11 est nécessaire pour cela de con- 
naître l'équation du plan du couple résultant de trois autres, 
situés dans trois plans donnés que l'on prendra pour plans 
coordonnés. Cette équation ne se trouvant dans aucun ou- 
vrage, à ma connaissance du moins, je crois utile de la 
donner et de la démontrer ici. 

ÉQUATION OU PLAN nu COUPLE RESULTANT DE TROIS COUPLES 
SITUÉS DANS LES PLANS C0ORD0NHÉ3. 

S9. Soient A, B, C (fig. 5) les moments des couples 
situés respectivement dans les plans YZ, ZX, XY. Com- 
posons d'abord les deux couples dont les plans se coupent 
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suivant AX; pour cela, plaçons- les de manière qu'uni: des 
forces de l'un soit dans l'axe des s, cl mu? des forces de 
l'autre dans l'aNit des y, et en changeant la grandeur des 
forces sans changer les moments, faisons en sorte que les 
secondes forées de ces couples viennent rcncoulier l'axe AX 
en un même point lî pris à volonté, 



Supposons, pour fixer les idées, que les irois couples 
soieni dans le sens direct, et soient AC, AD les grandeurs 
des forées qu'il faudra appliquer au bras de levier ohli- 
que AU pour que les moments soient B et A ; ces forées se- 
ront déterminées par les conditions suivante* : 

(1) AC. ABsin.rs — B, 

(2) AD.ABsinxr=C, 

dans lesquelles AB peut être choisi a volonté. 

La diagonale A M du parallélogramme CADM sera la 
force qu'il faudra appliquer an bras de levier AB pour 
avoir le couple résultant des deux premiers. L'inclinaison 
de celle force sur AB n'est pas donnée, el par suite le mo- 
ineJildu couple MAIJM' n'est pas donné; mais nous verrons 
qu'il est inutile de le calculer. 

Il reste à composer ce couple avec le couple situé dans 
le plan YZ, et dont le moment est A. Nous transformerons 
ce dernier, et nous le placerons de manière que ses forces 
soient égales à A M, et que l'une des deux soit directement 
opposée à AM, ce qui est possible, puisque AM est dans le 
plan YZ, qui est celui du couple; la seconde force M"E de 
ce couple ME" A M,, viendra rencontrer A Y en un point E, 
tel que l'on ait 

AM . AE sin MAD = A ; 

el comme 

MA;AC :: sinYZ : sin MAD, 

d'où 

MA sin MAD = ACsin ji, 

on aura 

(3) AE.ACsinji^A,.... 

La force AM étant détruite par AM,, il restera seule- 
ment les deux forces M"Ect BM', qui formeront le couple 
résultant. 



Le plan cherché est donc celui qui passerait par EB et 
crait parallèle à AM, ou, encore, tout autre plan paral- 
èlc, par exemple celui qui passerait par A M et serait pa- 



AD 

OH, d'après les équations (i) et (3), 
Csinx; 

celles de EB sont 

i — Â~B Â~Ë = ' ' 

et celles de la parallèle menée par l'origine, et qui s< 
dans le plan cherché, seront 



les équations (1) et (3) donnent 

les équations précédentes deviennent donc 

(5) > = », 

Main tenant que les équations des deux droites qui dé- 
terminent le plan sont exprimées au moyen des quantités 
données, rien n'est plus facile que de trouver celle équa- 
lion. Soit, en effet, l'équation générale d'un plan passant 
par l'origine, ax + bj + cz = o. 
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La condition, pourqu'il contienne la droite (4), sera 

c _ Caimz 
ï " Bainj-j ' 

et, pour qu'il contienne la droite (5), 
4 ~ Bsinj-jr' 

Reportant les valeurs de a et c, et supprimant le fac- 
teur li, ou a, pour l'équation du plan du couple résultant, 

A B C _ 

sinj-j 1 sin m * sin ly 1 ~ ° ' 

APPLICATION DE CETTE ÊQUATIOH A LA RESULTANTE 
D'un SYSTÈME. 

60. Ce système est réduit à une forée dont les compo- 
santes suivant les axes sont X, Y, Z, et à un couple résul- 
tant des trois autres situés dans les plans coordonnés et 
dont les moments obliques sont I,, M, N, et dont, par 
conséquent, les moments rectangulaires sont L sinj'3 , 
Msin.rs, Nsinar. Ces duniiiTcs répressions sont donc 
relies que , dans le calcul précédent, nous avons désignées 
par A, H, C. L'équation du plan du couple résultant scia 
donc, dans le cas actuel, 



i;i[]illr-n |: 



LX + MT-t-HZ = 
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Celle équation que nous avions trouvée pour exprimer que 
les équations de la résultaule ne sont pas incompatibles, 
el qui était, par conséquent, la condition de l'eiisiencc de 
cette résultante, exprimait dune que la résultante des forces 
transportée-, en un même point était parallèle au plan du 

Celte dernière condition avait été démontrée par d'autres 
considérations, mais il n'élait pas inutile de montrer que 
celle à laquelle le calcul conduisait n'en était que la tra- 
duction. 

COMPARAISON OES MOMENTS D'il» SYSTÈME DE FOJICES 
PAU RAPPORT A DIFFÉRENTES DROITES. 

Cl. Rappelons d'abord ce que noue avons appelé moment 
d'une force par rapport à une droite. Nous avons conçu 
cette force décomposée en deux autres, l une parallèle à la 
droite ou axe, l'autre dans un plan perpendiculaire à cet 

rapport A cet axe, le moment de celte dernière composante 
par rapport au point O, où l'axe est coupé par ce plan per- 
pendiculaire. 

Or ce moment n'est autre chose que celui du couple au- 
quel cette dernière composante donne lieu, quand ou la 
transportée]! un point quelconque de la droite donnée. Et 
comme la composante parallèle à l'axe, transportée en ce 
mèine point O, donne lieu à un roupie dont le plan passe 
par l'axe cl est, par conséquent, perpendiculaire au plan 
de l'autre couple ; que d'ailleurs les deux couples sont les 
composants du couple résultant du ttauspot l de la lui ce en 
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termes, la projection de l'axe du couple résultant sur relit' 

même droite. On peut donc dire que : 

Le moment il' unir fine?, par rapport à une droite quel- 
conque, est égal à l'axe du cou/île résultant du transport 
de cette force en un point quelconque de cette droite, pro- 
jeté sur la direction de cette dernière. 

62. Si l'on avait plusieurs foi ces et qu'on fît pour chacune 
Une décomposition analogue, en prenant le mime point O 
pour toutes, la somme des moments de ces forces, par rap- 
port à l'axe donne, serait la somme des moments des cou- 
ples provenant du transport de chaque force en 0, estimés 
suivant cette droite; ce serait donc la projection de l'axe 
du couple résultant sur la direction de cette droite ; ce que 

Le moment d'un système de forces pur rapport à une 
droite quelconque, s'obtient en projetant sur cette direc- 
tion l'axe du couple résultant du transport des forces 
en n'importe quel point de cette droite. 

Ce qui montre que celte projection sera constante, quoi- 
que l'axe du couple résultant puisse changer, en déplaçant 
sur la droite le point où l'on transporte les forces. Nous 
parviendrons tout ri l'heure à celte même propriété par 
des considérations différentes. 

MOMEKTS PAR RAPPORT AUX DROITES QUI PASSENT 

63. Le transport de toutes les forces en ce point donne 

quelconque passant par ce point, donnant la mesure du 
moment du système des forces données par rapport à cette 

La droite, menée suivant l'axe du couple résultant. 



CHAPITRE IV. 77 

donne le niO'iirnr maximum. Tontes les droites qui font 
le même, angle avec l'axe de ce couple donnent des mo- 
ments égaux. Toutes les droites situées dans le plan per- 
pendiculaire, il cet axe donnent des moments nids. 

Ces propositions sont si évidentes qu'on croirait presque 
inutile de les énoncer. Mais, avant la théorie des couples, 
elles constituaient des théorèmes importants, dont la dé- 
monstration ne se présentait pas d'elle-même. 



CHANGEMENT QUE SUBIT LE MOMENT MAXIMUM 
PAU LE DÉPLACEMENT ni' POINT.* 

Si l'on déplace de A en A' le point où les forces avaient 
été transportées, le couple résultant produit en A' deux 
forces égales et opposées qui se détruirutil, et la résultante 

et dont le moment sera le produit de cette rcsultanie par 
la perpendiculaire abaissée sur elle du point A'. L'axe de 
ce couple sera perpendiculaire n la résultante et à la droite 
AA'. De là résultent immédiatement les propositions sui- 

■Sr le point A se déplace sur la résultante en A, le cou- 
ple introduit sera nul, cl l'axe du couple résultant ne 
changera ni de direction, ni de grandeur. 

S'il se déplace le long d'une autre droite quclcontiue, 
l'axe du couple introduit élant perpendiculaire à AA', qui 
est situé sur celle droite, donnera sur elle une projection 
nulle, et l'axe du couple lésultant, quoique changeant de 
grandeur et de direction, donnera la même projection sur 
la droite; et, par conséquent, le moment du système pur 
rapport à une droite quai compte ne sera pas changé pur le 
déplacement de A sur cette droit,- . C'est ce que nous avions 
déjà reconnu pard'autres considérations. Supposons main- 
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tenant que le point A' prenne des positions quelconques, 
non sur la résultante en A. Soient AR [jig. 6) la direction 
Fis- fi- 




de cette résultante, AM celle de l'axe du couple résultant, 
et 9 l'angle de ces deux droites. Le couple qu'il faudra 
composer avec AM, aura son axa perpendiculaire à AR, et 
pourra prendre toutes les directions dans le plan perpen- 
diculaire à AR; aucune ne sera celle de AM si l'angle 6 n'est 
pas droit, c'est-à-dire si le système des forces n'a pas une 
résultante unique : ainsi, en exceptant ce cas particulier, la 
direction de l'axe du couple résultant sci a différente de AM, 
si A' n'eît pas sur AR. Les directions diverses de l'ave du 
coiipleRR'fcrontavecAM,lcsuiiesnn angle aigu, les autres 
un angle obtus, si AM et AR n'ont pas la même direction. 
Les axes qui feront un angle aigu avec AM, donneront un 
couple résultant plus grand que AM ; ceux qui feront un 
angle obtus pourront donner un couple résultant plus 
grand ou plus priil que AM, suivant In grandeur du mo- 
ment du couple RR', qui peut varier de zéro à l'infini, en 
changeant la distance de A' à AR. D'où l'on voit que le 

correspondent aux divers axes passant par A', sera plus 
petit que les uns et plus grand que les autres, si les direc- 
tions AM, AR sont différentes; mais si elles se confondent, 
les deux couples à composer auront nécessairement leurs 
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axes perpendiculaires entre eux, et, par conséquent, don- 
neront un couple résultant plus grand que AM. D'où ré- 
sulte cette proposition : 

Le point pour lequel le moment du couple résultant est 
le plus petit, est celui pour lequel la direction de l'axe de 
ee couple se confond avec celle de la résultante. 

Et, d'après ce qui vient d'être établi tout à l'heure, si 
l'on trouve un point jouissant de cette propriété, tous les 
points de la parallèle à la résultante menée par ce point, en 
jouiront de même; et tous les axes des couples résultants, 
ou, en d'autres termes, les axes pour lesquels la somme 



des moments des forces est maximum, cou 


sidérés pour tous 


les points de cette droite, se confondent 


, puisqu'ils sont 


parallèles à cette droite meute; de sorte q 


d'il n'existe dans 


l'espace qu'un seul axe tel, que la somme 


des moments des 


forces par rapport à lui, soit plus grandi' 


que par rapport 


à toute autre droite menée par un de ses p 




temps soit moindre que la somme maximt 


im relative à tout 


point situé en dehors de lui. C'est à cet a 


xc que M. Poinsot 



donne le nom d'ure central des moments. 

61. Détermination de Vaxe central. — Pour obtenir 
l'axe central, il faut choisir le point A', de telle sorte que 
la perpendiculaire ait plan RAA', ou l'axe du couple IÎR', 
soit dans le plan MAR, et par conséquent dirigée suivant la 
ligne AN, intersection du plan MAR avec le plan mené 
par A perpendiculaircmen t à AR, cl telle, que AR soit dans 
l'angle MAN; il faudra doue prendre A' sur la droite menée 

[1.1]- A (h 1)5 Cl.' rIt!l'l)i(.T [il. 111 . pi'rpI tHiir lll.lilVIlirilI :i A\. cl 

du côté de AR pour lequel le sens du couple donnera à 
1 axe la direction AN, et non la direction opposée, puisqu'il 
faut que AR soit dans l'angle des directions des deux axes 
composanfs. Cela posé, il suffira de prendre le point A' à 



une distance du AR telle, que le moment du couple soit 
égal au côté MB du parallélogramme MB AN, 

Désignons par G le moment du premier couple résultant 
AM; par K celui du nouveau couple résultant; par p la 
distance de A' à AR; par 6 l'angle MAR : le moment du 
couple HR' sera R/>. Les cosinus des angles de AR et AM 
avec les axes étant proportionnels respectivement à X, Y, 
Z cl L, M, K, on aura d'abord 

. LX 4- M Y + NZ 
C " it = GR 

ensuite 

„ „ „ LX + MY + BZ „ . , 

K = GeosS = , Rp — G smS. 

Le point A' est ainsi déterminé autant qu'il doit l'être, ce 
sera l'un quelconque de ceux de la parallèle à AR menée à 
la distance G ^"° de AR, sur la droite perpendiculaire à 
AN, et du coté de AR que nous avons indiqué. Les coor- 
données n, b, c de ce point se détenu i ne roui par tes équa- 
tions suivantes, en prenant le point A pour origine : 
,, , G'sin'fl 

„X 4. /,Y + cZ=z 0, «L + bil + cN — o. 
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ux dernières expriment qu< 


; la droit 


e AA'esl perpen- 


dîcula 




■s compo 


santes sont X, Y, 


Z, et< 


:Ur l'axe du couple résulta 








ont L, M, N. La première 


exprime 


■ que la longueur 


A A' c; 


légale a p. Ces trois êqual 


ions don 


nentdeux points 


dont ! 


es coordonnées sont égale 


; et de s 


ignés contraire»; 




m seul devra être choisi : 








RR' le sens que nous avon 




é précédemment. 



Le point A' étant ainsi déterminé, la parallèle à la n 
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su] Lui te menée par ce point sera Y axe central; et, nous le 
répétons, la direction Je cet axe est, pour un quelconque 
lie ses points, celle de l'axe (lu moment maximum ; et ce 
moment est moindre que le maximum correspondant à 
tout autre point. 

03. Disposition de tous les axes autour île l'axe cen- 
tral. — Concevons un plan quelconque perpendiculaire à 
l'axe central ; ce que nous dirons de tous les points de ce 
pian s'appliquerait identiquement à ceux de tout autre plan 
parallèle. 

Soient A8 Ifig. 7) cel axe, et A' un point quelconque 
Fï(. 




du plan perpendiculaire mené par A. En prenant ce nou- 
veau point pour origine, il faudra composer le couple ré- 
sultant dont l'axe esl AM en direction et en grandeur, avec 
le couple situé dans le plan RAA', ayant pour moment R/i, 
p désignant la longueur AA'. L'axe du couple résultant 
sera, en direction et en grandeur, la diagonale AR du rec- 
tangle construit sur AM et la ligne AN, égale à R/i et per- 
pendiculaire au plan RAA'. Désignons par cj l'angle de l'axe 
résultant aver l'axe central, et par K le moment résultant; 

■""Ëï = ' — &V + G*- 



Les valeurs Je K et s ne dépendant que du p, il s'ensuit 
6 



qne,pourlous les jioinls d'une même circonférence décrite 
du centre A dans le plan perpendiculaire à AR, les rau- 
nicnts maxinia sont égaux, el leurs axes forment un hyper- 
boloidc do révolution autour de l'axe central, dont la cir- 
conférence que l'on considère forme le cercle de gorge ; cl 
le demi- axe imaginaire de l'hyperbole génératrice a pour 

valeur 5. Si l'on prend p comme abscisse cl le moment 
correspondant K comme ordonnée, on construira, d'après 
l'équation ci-dessus, une hyperbole dont l'axe réel sera di- 
rige suivant AR et aura pour valeur aG. Son demi-axe 

imaginaire sera — comme pour l'autre hyperbole. 

Ainsi, l'aie central jouit de la propriété, que, pour tous 
les points d'une surfu-i' i jlinJriqui- quelconque dont il est 
l'axe, le moment maximum a la même t jtrui ; l'axe de ee 
moment a la mèoie direction pour tous les peu nu d'une 
inèmr aicle de ce cyl'ndic; il cliange de direction en pas- 
sant d'une arûle à une autre, en conservant la même incli- 
naison sur l'axe el la même distance. La valeur du moment 
maximum augmente indéfiniment avec la distance de l'ori- 
gine à l'axe central; el l'angle de son axe avec l'axe central 
a pour limite l'angle droit. 

66. Cas où le système des forces a une résultante. — 
Si l'on prend pour origine un point quelconque de celle 
résultante, le couple correspondant sera nul, et, par consé- 
quent, celte droite sera l'axe cen irai lui-même. Les formu- 
les précédentes donnent, en edet, p = o, quand on suppose 
G = o. Si maintenant on prend une origine quelconque en 
dehors de la résultante unique, on aura un couple résultant 
dont le plan sera celui qui passera par l'axe central el la 
nouvelle origine. Ainsi, dans ce cas particulier, fous les 
points d'un mérite plan quelconque passant par la rèsul- 
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tante unique, donnent îles couples résultants dont les 
axes sont parallèles. 

Mais les moments Je ces couples nu sont pas égaux; ils 
sont proportionnels à la distance de l'origine qui leur cor- 
respond à la résultante générale. Ils n'ont donc la même 
valeur que pour les points situés sur deux parallèles à la 
résultante, éqnidistanlcs de cette ligue : et, de plus, le sens 
de ces couples n'est le même que pour les points d'une 
même parallèle. 

dis où la résultante, est nulle. — Si la résultante est 
nulle, le changement d'origine n'introduit aucun nouveau 
couple, cl, par conséquent, le couple résultant a toujours 
le même moment, et sou plan la même direction, qu'elle 
que soit l'origine où l'ou transporte les forces. 



CHAPITRE V. 



ÉQUILIBRE D'UN SYSTÈME RIGIDE QUI N'EST PAS 
ENTIÈREMENT LIBRE. 



G7. Cas d'un mut point. — Cnnsidéi-o 


ns d'abord le cas 


où le système se réduit à un seul point ; 


et suppusnns-le 


■tssuji L l ï i'i tester sur une surface ou une 


eourbe fixe. 




ne peut quitter, 


est sollicL pur une force normale à^celt 




tera en équilibre; car toutes les direct 


ions suivant les- 




tblablement p!a- 


cées par rapport à la force, on ne vo 




pour qu'il prenne l'une plutôt que l'an 




admettre qu'il n'en prendra aucune ; ' 





est confirmée par toutes les expériences. Mais si le point 
est sollicité par une force oblique, on peut la décomposer 
en deux autres, dont l'une soit normale et l'autre dans le 
plan tangent; la première est détruite par la résistance 
de la surface; mais rien ne s'oppose à ce que la seconde 
déplace le point, si l'on suppose qu'il puisse se déplacer 
librement sur la surface dans mutes tes directions. C'est 
ce qj na. a t pas .éc^ssa^cmenl 1:2H s il y avait ce que 
l'on appelle un frottement -, mais nous ci. faisons abstrac- 
tion pour le moment, et nous supposons tous les déplace- 
ments entièrement libres sur la surface. 

Une surface, ne pouvant donc détruire que les forces 
qui lui sont normales, produit toujours le même effet 
qu'une force égale à la somme de celles qu'elle détruit 
et agissant dans la direction normale opposée. 11 en est 
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lie même de la résistance d'une courbe sur laquelle un 
poïiii penl se déplacer librement. Elle détruit les forces 
dont la direction est comprise dans le plan normal mené 
an point d'appli ration, c! n'en détruit aucune autre. Sa 
résistance pourrait donc toujours être remplacée par une 
force normale, égale cl contraire a la résultante de celles 
qu'elle détruit. 

Cela posé, soit F(x,f, x) = o l'équation d'une sur- 
face sur laquelle doit rester un point sollicité par des 
forces quelconques P, P', . . . ; il n'est plus nécessaire, 
pour son équilibre , que ces forces se détruisent ; il suffit 
que leur résultante soit normale à la surface, et, par 
conséquent, que les cosinus des angles formés arec, les 
axes par la direction de la résultante soient proportionnels 
à ceux qui se rapportent à la normale. Or les premiers 
sont entre eux comme les quantités désignées précédem- 
ment par X , V, Z. Les autres peuvent s'exprimer en fonc- 
tion de x, f, z au moyen de l'équation de la surface; dési- 
gnor.s-lcs par cosn, cosfc, rose. 

Les conditions d'équilibre sont donc exprimées par les 
équations 

X Y _ Z 

Si ces équations n'étaient pas satisfaites, il n'y aurait pas 
équilibre; et si l'on voulait savoir en quel point de la 
suifjee les forces proposées seraient détruites, il faudrait 
trouver les valeurs de x, j, z qui satisferaient à ces deux 
équations et à celle de la surface. 

Si la surface ne résistait que dans un sens, il faudrait 
s'assurer si la résultante des forces agit dans le sens con- 
traire, sans quoi elle ne serait pas détruite. Ce cas est 
celui d'un point qui ne serait que posé sur une surface 
qu'il ne pourrait pénétrer, mais dont il pourrait Être dé- 
taché. 



86 de l'équilibre des FORCES. 

Si li- point éiaii asujciii à rester sur nue courbe donnée, 
il faudrait, pour^u'il fùi en équilibre, que la résultante 
fût perpendiculaire à la tangente. Or celte dernière ligne 
fait, avrr les nues, ilis angles a, />, t dont le » i osinus sont 
déterminés en fonction de r, r, i par le» équations de la 
couilic. La condition d équilihic sera donc exprimée par 
l'équation 

X eosn Ycosi + Zeosc = o. 

Si cette équation n'était pas satisfaite pour le point 
donné, il n'y aurait pas équilibre. Ou déterminerait le 
point de la courbe où les forées données seraient détruites, 
en cherchant les valeurs de x, f, z qui satisferaient à 
celle équation et aux deux équations de la courbe. 

AUTHE MANIÈRE n'AYOIR ÉGARD A Là RÉSISTANCE DES 
SUBFACES OU DES LIGUES. 

68. La résistance d'une surface ou d'une courbe produi- 
sant toujours une force normale, on pourrait substituer 
cette dernière o la surface ou à la courbe, et considérer 
alors le point comme entièrement libre. La grandeur de 
cette force sera une des inconnues de la question; sa direc- 

d'une surface, et ne sera assujettie qu'à être perpendicu- 

Considérons d'abord le cas d'une surface dont l'équation 
soit F(x,y, z) = o; soient K l'intensité de la force nor- 
male qui la remplace, et a, b, c les angles qu'un des deux 
sens de la normale fait avec les axes; les composâmes de N 

± N coss, ± N cosft, ±N cosr, 

li's signes supérieurs correspondant à l'un des sens de la 
normale, et les signes inférieurs à l'outre. Maintenant, 



OigiiizM B/ Google 



CHAPITRE V. 87 

le- point devant être considéré comme libre, les deux iorces 
qui le sollicitent doivent être égales et opposées, ainsi i]ue 
leurs composante? respectives ; les équations d'équilibre se- 
ront donc 

X±Nco sl j = o, Y±NcosÈ = o, Z±Ncosc = o, 
d'où, en éliminant N, 

X Y Z 

Ces deux équations sont nécessaires et suffisantes pour 
l'équilibre, parce qu'elles en remplacent deux des précé- 
dentes, et que la troisième sera toujours satisfaite en pre- 
nant une valeur convenable de K et un signe convenable 
pour le second terme. 

Mais on calculera plus facilement N en observant que, 
puisqu'elle est égale et opposée à la force donnée , sa 
valeur sera 

N — y* X' -t- Y' + Z'. 
Considérons maintenant un point assujetti à rester sur 
une courbe dont les équations soient 

F(*,j-,»)=o, /Kj-,») = o. 
La force N, qui remplace la résistance de la courbe, peut 
avoir une direction normale arbitraire. Les angles a, b, c 
que la tangente à la courbe fait avec les axes sont des 
fonctions de x,y, z données par les deux équations pré- 
cédentes. Si l'on désigne par a, S, 7 les angles que fait 
avec les axes la direction de la force N, on aura 

cosn cosa + coîè cosC 4- edsceosy = 0, 
et les équations de l'équilibre seront 

X-f-Ncosi =n, T -4- NcosG=ro, Z + Scoiy — 0. 
On éliminera les inconnues «, S, y, N en multipliant 



Oigitized bjr Google 



ces équations, respectivement par cosa, cosi, cosc, et 
les ajoutant; on trouve aiusi, en vertu du la précédente, 

X cosa + Y ™i + Z cose = o, 

équation nécessaire et sullisjmi' pour que les quatre équa- 
tions puissent avoir lieu en même temps. Les trois précé- 
dentes détermineront la grandeur et le signe des compo- 
santes K cosa, NcosS, Ncosy, qui sont égales cl de signes 
contraires a X, Y, Z, et donneront, pour la résistance de la 
courbe, une force égale et opposée à la résultante des forées 
données., comme cela devait être évidemment. 

69. Système rigide quelconque dont un point est fixe. 
— Si l'on prend le point fixe pour origine, les trois forces 
dirigées suivant les axes seront détruites parla résistance de 
ce point. Or, de.s conp/rs appliqués à un système qui ren- 
ferme un point fixe doivent si: faire équilibre comme si 
le corps était entièrement libre; car, s'ils donnaient un 
couple résultant différent de zéro, on pourrait le trans- 
porter de manière qu'une de ses forces passât par le point 
fixe, qui la détruirait : il resterait donc une force qui ne 
passerait pas par le point fixe, et déplacerait ce système. 
Les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre du 
système seront donc 

2>Z-zY) = o, 2( ; X-*Z) = o, 2SxY-rX) = o. 

Les couples, se détruisant indépendamment du point fixe, 
n'exercent aucun effort sur lui, et ne tendent qu'à rompre 
le système. Le point fixe n'est donc sollicité que par la ré- 
sultante des forces 2 X » 2 Z; ce,le r & u,,an,e Mt 
égale et opposée à la force que développe ce point pour éta- 
blir l'équilibre. 

Un corps qui peut tourner librement autour d'un point 



fixe constitue la machine que l'on nomme levier; le point 
fixe se nomme point d'appui. On voit donc que l'équilibre 
du levier exige que les couples qui naissent du transport 
de toutes les forces parallèlement à elles-mêmes au point 
d'appui, se détruisent J\'Li\-im''iiies. S'il n'y a que deux 

le point d'appui, et que les deux couples qu'elles produisent 

moments sont aussi les moments des forces par rapport au 
point d'appui. 

La résultante des forces transportées au point d'appui, 

du corps, ne l'est que par le point d'appui, el forme ce que 
l'on appelle la charge de ce point. 

Si le levier n'était que posé sur une surface solide sur 
laquelle if pourrait ylisser librement, le point d'appui pour- 
rait glisser de même, et il faudrait pour l'équilibre que cette 
résultante fût normale à la surface fixe. 



70. Cas d'un 




■ Si deux points du système 






es sur la droite qui les ] en- 




était assujet 


lion, cl le corps est dans le 
li À tourner autour d'un axe 


fixe, dont Lf poi 




susceptibles d'offrir eu tous 




X indéfinie. 


Si l'on prend celle droite 


pour axe des z, \ 


les trois fort 


es dirigées suivant les axes 


seront détruites, 




couples qui sont situés dans 


les deux plans qu 


i passent par 


l'axe des z, ci dont les bras 


de levier pourraient être transportes sur cet axe même. Il 



ne reste donc plus que le couple résultant situé dans le 
plan xy, el qui ne saurait être détruit par l'axe fixe. La 
condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre est donc, 

^C'T-rXJ^o. 



go de l'éqiiliuhe des forces. 

71. Pour connailie les efforts exerces sur l'axe fixe, il 
faut composer les forces qu'il détruit. Les couples situés 

dans le plan ZX c! la force se réduisent à une force 

qui rencontre l'axe, à moins que l'on n'ait ^X = o, au- 
quel cas on aurait un couple seulement : il en est de même 
dans le plan ZY. Outre ces efforts appliqués à l'axe, il y a 
encore la force 2)Z, qui tend à Tentraincr dans le sens où 
elle est dirigée. I,'axe produit donc des forces égales el con- 
traires à celles-ci, puisqu'il les tient en équilibre. 

Si deux points seulement du système sont fixes, les ré- 
sistances ne peuvent provenir que des deux points, et l'on 
devra décomposer les forces qui rencontrent l'axe, en 

forces qu'ils produisent pour détruire celles-ci. Quant à 
la force dirigée suivant la droite qui les joint, elle peut 
cire décomposée d'une infinité de manières en deux autres 
appliquées à ces points; et il en serait de même s'il y avait 
un plus grand nombre de points fixes sur la même droite. 

72. On pourrait supposer que le corps eût la liberté de 

autour de lui . Dans ce cas, l'axe détruirait toutes les forces 
dont la direction lui serait perpendiculaire, et n'en pour- 
rait détruire aucune autre. Il faudrait donc décomposer 
chaque force qui rencontre l'axe en deux autres, l'une sui- 
vant l'axe, l'autre perpendiculaire. Mais alors il est plus 
simple de prendre des axi s rectangulaires, et les conditions 
d'équilibre seront exprimées par les deux équations 

On connaîtra la résistance de l'axe, eu composant les cou- 



pies situés dans les plans ZX, ZY, et les forces dirigées sui- 
vant les axes îles x et des j. 

Si le corps ne pouvait qui? glisser sans tourner, l'équa- 
tion 2l >cos /' = 0 serait suffisait le et nécessaire, cl le couple 

La machine que l'on' nomme tour ou treuil n'est autre 
chose qu'un corps solide quî a la liberté de tourner sans 
glisser autour d'un axe fixe. Ce qui précède fait donc con- 
naître la condition d'équilibre de cel le machine, et la charge 
que supporte l'axe. 

Lorsque les forces se réduisent à deux, situées dans des 
plans perpendiculaires à l'axe, la condition d'équilibre con- 
siste en ce que ces forces soient en raison inverse de leur 
distance à l'axe. 

Remarque. — Les deux derniers cas particuliers que 

est bon de connaître, aux six équations de l'équilibre, rela- 
tives à des axes coordonnés rectangulaires. Si l'on consi- 
dère trois droites rectangulaires qui se coupent en un même 
point, et qu'on fixe l'une quelconque d'entre elles, de ma- 
nière que le corps n'ait que la liberté de glisser le loup de 
cet axe sans tourner, les trois premières équations d'équi- 
libre expriment que les forets données ne permettront au- 
cun de ces trois déplacements. Les trois autres expriment 
que si le corps avait successivement la liberté de tourner 
sans glisser amour de chacun dos mêmes aies successive- 
ment, aucun de ces déplacements ne serait produit par les 
mêmes forces. 

73. Cas où le corps s'appuïit sur un plan fixe sur le- 
quel il peut glisser librement. — On prendra pour plan 
des x,y celui sur lequel le corps s'appuie par un nombre 



de l'équilibre des forces. 
quelconque de: points. Ce plan ne peul produire que des 

imrcs normales t'I île mrilll' si'ns, itjjpl i ij i liVs f!U\ |)c>] il I -, de 
ronlacl, ci les forces oui néi-essatri'iui'ii l une i ésul I. nlii 
normale égale à leur somme. II est donc nécessaire que 
toutes les forces appliquées aux corps aient une résultante 
parallèle a l'axe des = : d"où résultent les équations 

De plus, en composant successivement les forces dévelop- 
pées par le plan fixe, on reconnaît facilement que leur ré- 
sultante ne peut avoir son point d'applir.nion vu drimi s du 
polygone convexe qui renferme tous les points de contact : 
il est donc nécessaire que la résultante de la force cos ■/ 
et des deux couples situes dans les plans ZX, ZY ait son 
point d'application dans l'intérieur de ce même polygone, 
et tende à appuyer le corps sur le plan. Réciproquement, 
si cette condition est remplie, l'équilibre aura lieu, parce 
que cette résultante pourra toujours être décomposée en 
forces normales au plan, et appliquées aux divers points de 
contact. 

Ces forces devront satisfaire seulement nuvtroiséquations 
données parla théorie des forces parallèles; elles seront donc 
indéterminées, s'il y a plus de trois points. Si tous les points 
sont en ligne droite, le point d'application de la résultante 
devra se trouver sur celte droite, et il y aura indétermina- 
tion, lors même qu'il n'y aurait que trais points. Enfin, s'il 
n'y avait qu'un point de contact, il serait nécessaire qu'il 
fut situe sur la direction de la résultante. Cette indétermi- 
nation, qui indique seulement la possibilité évidente de 
décomposer d'une infinité de manières la résultante, ne 
signifie pas que le problème physique qui aurait pour objet 
de déterminer les efforts exercés sur le plan, aux points par 
lesquels le corps s'appuie, est indéterminé. Dans ce pro- 



blèmc il faut tenir compte de la flexibilité du plan et du 
corps, et l'on déterminera la pression qui a lieu en chaque 

Je ces corps. Cr\u- question envisagée ne donne lieu 

à aucune difficulté de conception ; mais le calent en offre 
qu'où ne saurait surmonter généralement. 



ÉQUILIBRE n'uN STSTEHB MON KIGIUE, COHPOSÉ 
DE PLUSIEURS SYSTÈMES RIGIDES. 



li. Lorsque tous les points d'un 
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variablemenl liés les uns aux autrt 




'ut plus faire 


les compositions et décomposition: 




snt toutes les 


forces.i une seule force et un seul 


couple. Le 


principe gé- 


néral d'après lequel ou ramène ci 


: cas au pr< 


kédent, con- 


siste en ce qu'il est évidemment r. 






chacun des systèmes rigides parti 






moyen des forces qui agissent sur ; 




a composent, 


tant des forces données que de cclli 


!S qui naisse 





son avec les autres systèmes. Cela posé, on pourra, d'après 
les théories précédentes, former les équations d'équilibre 
de chaque système rigide, dont le nombre pourra varier 
d'un à six pour chacun d'eux. En éliminant les forces pro- 
venant des liaisons, on aura les équations auxquelles de- 
vront satisfaire les forces données, pour que le système com- 
posé soit en équilibre ; et les équations qui auront servi à 
l'élimination, feront connaître les valeurs de toutes les 
forces de liaison, et leurs directions, quand elles ne seront 
pas données immédiatement. 

Dans le cas particulier où l'équilibre do chaque système 
n'exigerait qu'uue équation, et où la communication de 
l'un à l'autre ne donnerait lieu qu'à deux forces égales et 
contraires, il est facile do voir qu'il n'y a qu'une seule 
équation nécessaire pour l'équilibre des forces données. 



g4 DE l'équilibre des forces. 

Eu effet, soit m le nombre des systèmes, on aura m 
équaiious d'équilibre et m — i forces inconnues, dévelop- 

Soicnl X, , X„. . . , X, n _, ces m — i forces. La première 
équation renfermera X, , la seconde X, cl X,, la troisième 
X 5 et X 3 , enfin la dernière ne renfermera que X„_, sans 
compter toutes les forces données. 

Tirant Xi de la première et le reportant dans la seconde, 
puis X, de celle-ci et le reportant dans la troisième, et 
continuant ainsi, on arrivera à une dernière équation ne 
renfermant plus (rue les forces données. Ce sera la condi- 
tion unique do leur équilibre; et toutes les équations pré- 
cédentes feront connaître Xi , Xj, . . . , X„_,. 



73. Premier exemple. — Équilibre d' un fil flexible et 
inextensible, sollicité par deux forces. 

Les corps de la nature étant réellement composés de mo- 
lécules très-petites, séparées les unes des autres par de très- 
petits intervalles, la continuité géométrique que nous leur 
supposons est une pure fiction, propre à simplifier les ques- 
tions. 

Un fil, ou un corps aussi délié que possible, est donc une 
suite de molécules disjointes, retenues a des distances très- 
petites que nous regarderons comme constantes, et, le plus 
ordinairement, égales. Il ne présentera donc pas la Ggurc 
d'une ligne continue, mais d'un polygone dont les côtés 
pourront être considérés comme exceibivciui-ul pi.'lils, i:i 
de longueur invariable si le (il est supposé inextensible. 

Nous resterons dans la réalité de cette conception, lors- 
qu'elle facilitera les raisonnements; mais nous finirons 
toujours par substituer une courbe au polygone, parce que 
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celle hypothèse simplifiera beaucoup lus expressions ana- 
lytiques. 

On voit donc ici, contrairement à ce qui arrive ordinai- 
rement dans la géométrie, que c'est la courbe qui est la lie- 
lion, au lieu que ce soit le polygone. 

Voyons maintenant comment un pareil système petu être 
en équilibre, lorsque deux forces sont appliquées à sl's ex- 
trémiléa. Or, l'équilibre de chaque sommet exigeant que 
les côlés adjacents soient en ligne droite, le fil entier ne 
pourra former qu'une ligne droite. Les deux forces devront 
être égales, opposées et dans la direction du fil, puis- 
que nous avons démontré que cela était nécessaire dans le 
cas d'un système rigide, cl que l'équilibre subsisterait en 
rendant le fil rigide : et cela étant, il est évident que le fil 
ne pourra prendre aucun déplacement. Une de res forces 
s'appelle la tension tlu fil. 

76. Deuxième exemple. — Considérons en second lieu 
deux leviers, c'est-à-dire deux systèmes rigides lies respec- 
tivement à deux points fixes 0, O' [fig. 8) autour desquels 

Flg. 8. 




ils peuvent tourner librement, et sollicités par des forces 
quelconques. Un fil flexible a ses extrémités fixées en deux 
points M, M' de ces corps. On demande les conditions d'é- 
quilibre de ce système, qui est dans une position donnée 
où le fil a tous ses points en ligne droite, et peut avoir une 
tension inconnue quelconque. 



il i-i 



ide la force X 
>is équations ce 



s M': 



i, qui t 



■S .M'O's 



chacune X au 

en équilibre sous l'action des forces qui y sont appliquées 
et de la force X nui agit de M' vers M. On trouve ainsi 
trois nouvelles équations qui renferment encore X au pre- 
mier degré. 

Tirant la valeur de X de l'une de ces six équations, on 
connaîtra la tension du fil ; et la reportant dans les cinq 
autres, on aura les équations de condition auxquelles doi- 
vent satisfaire les forces données pour que le système soit 
en équilibre. 

77. TitoisifcjiE exemple. — Considérons maintenant le 
système composé d'un levier et d'un treuil, c'est-à-dire d'un 
corps qui ne peut que tourner autour d'un axe fixe; le pre- 
mier pouvant tourner librement autour du point 0, et 
l'autre autour de l'axe AZ {fig. if). Ils sont sollicités par 



leur de la pression n 
Désignant par X 1 
le corps MO sera en 



; pfiur qii il y ait (qui 
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qllï y sont appliquée! cl de X qui scia dirigée de M vcïs S'. 
L'équilibre de tu corps, qui ne pcul que tourner autour 
d'un axe fixe, conduira à une équation unique renfermant 
X. On aura itlusi quelle équations, donl l'une fera con- 
naître X, et les unis autres don ne/On I, par la substitution 
de celle valeur, Lrois équations de condition entre les quan- 
tités données. 

78. QuiTtitiiiiF. exemple. — Prenons maintenant pour 

exemple un pols^niie formé par dos droites rigide», dont les 
angles peuvent varier sans opposer de résistance, cl dont 
les extrémités sont assujetties à rester sur des courbes don- 
nées. 

Soient ABCDE [fig. io) ce polygone; P, Q, R, S, T 

Plj. 10. 




les résultantes des forces appliquées respectivement aux 

points A, li, C, D, E. 

Chacun de ces points doit cire en équilibre au moyen des 
forces qui agissent immédiatement sur lui, et de la résistance 
de la courbe; et, par conséquent, la résultante des forces, 
abstraction faite de celle rësisLance, doil être normale à la 
courbe. 



des forces de tout genre qui y sont appliquées; ce qui exige 

ment opposas, cl, par suite, cjuc celle direclion soit celle 
dn côté lui-même : d'où il résulte que ce côlê produira 
deux forces égales et contraires, agissant dans la direction- 
de celte lige. 

Cela posé, désignons par X, Y, Z, U les forces que pro- 
duisent ainsi les divers cotés du polygone. Soient u, A, c, 
il, c les angles que font les directions des forces P, Q, R, 
S, T avec les tangentes aux courbes données, considérées 
dans des 51:11 s déterminés; a, a' les angles que les directions 
des deux forces X font avec les tangentes en A cl B; S, Ê' 
les angles des forces Y avee les tangentes en B et C ; cl ainsi 
de suiie. 

L'équilibre du point A donnera la condition 

L'équilibre du point B donnera 

X cosa' -4- Q eos/< + Y cosS — o, 
et l'on trouvera de mime pour les autres points 
Y cos6' ■+■ R cos<.' -t- Z C0S7 = o, 
Z ios-/' + S coîd + U cosJ — o, 
Ucoi? -+- Tcose -o. 

Kliminant X, Y, Z, L' cnli-e toutes ces équations, il en 
reste une seule entre les forées données, qui sera la condi- 
tion d'équilibre du système. Les autres feront connailrc les 
intensités des forces X, Y, Z, U. 

Quant au sens dans lequel elles agissent, et qui n'est 
pas connu d'avance, il sera déterminé par les signes que 
devront avoir les cosinus des angles a, a', ë, 6', . . . Ainsi, 
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la première équation, faisant connaître le signe de cosa, 
détermine le sens de la furce X, provenant de la tige AB cl 
agissant en A ; d'où résulte le sens de la seconde force X, 
appliquée en B, et par suite le signe de cosa'. La seconde 
équation fera connaître ensuite le signe de cosë, d'où ré- 
sultera le sens de la force Y agissant en B; et ainsi de suite 
jusqu'au dernier côté. 

79. Si l'une des tiges était normale à l'une des courbes, 
il en résulterait des conséquences |i;irticuli<-res qu'il est bon 
de remarquer. Supposons, par exemple, que liC soit donnée 
normale à la courbe en B, on aura 



et les deux premières équations donneront, par l'élimina- 
tion de X, une équation de condition, qui ne sera autre que 
la condition d'équilibre des deux foi ces P et Q, qui seraient 
appliquées à la tige unique AB, dont les extrémités seraient 
liées aux deux premières courbes. Cela devait être, en 
effet, puisque la force Y, étant détruite par la résistance de 
la courbe en B, doit être regardée comme n'existant pas 
pour les points situés du côté de B que l'on considère. 

Les trois autres équations donneront, par l'élimination 
deZctU, une équation qui sera celle de l'équilibre du sys- 
tème C, D, E, considéré isolément, et dans lequel il y au- 
rait une force imlétei minée Y agissant en C suivant la ligne 
BC, dans l'un quelconque des deux sens, et qui sera déter- 
minée par cette équation, l-'n effet, .■elle lige BC peut être 
sollicitée par une force quelconque en C dans le sens de sa 
longueur, sans qu'il en puisse résulter aucun déplacement, 
vu qu'elle sera détruite par la résistance de la courbe ù la- 
quelle elle sera normale en B. 

80. Cinquième exemple. — Considérons maintenant un 
système de points lies entre eux par des fils flexibles et 
7- 



inextensibles, rt formant en que l'on appelle un polygone 
funiculaire. Dans ce cas, les systèmes rigides partiels se 
réduisent à des points. Soient A, B, C, D { fig. n) ces 
points ; U, P, Q, R, S, V les forées qui v sont appliquées, 

n* ... 



\ 




et dont les deux extrêmes U, V agissent par l'intermédiaire 
des fils ou cordons AU, DV. 

Pour que ce système soit en équilibre, il faut quecliacnn 
des points A, B, C, D, soit en équilibre au moyen des forées 
qui y sont appliquées. Ainsi, par exemple, le point B est 
sollicité par trois forces qui sont les el forts exercés par les 
cordons BA , BC, et la force Q; ces trois forces devront 
donc être dans un même plan, et chacune d" elles propor- 
tionnelle au sinus de l'angle des deux autres. Mais l'équi- 
libre de chacun des cordons exige encore qu'il soit tiré par 
des forces égales et contraires, cl dont l'intensité est la len-. 
sion du cordon. Au moyen de ces conditions, on pourra 
déterminer les tensions de Ions les cordons, et les rapports 
des forces entre elles, lorsque l'on connaîtra la figure du 
polygone en équilibre. 

81. On peut déterminer très-simplement la tension T 
(l'un cordon quelconque CD, en observant qu'il y a équi- 
libre entre cette force ï et la partie du svstème qui est si- 
tuée d'un côté quelconque de CD. Considérons, par exem- 
ple, les forces U, P.Q.Ret T; elles ne cesseront pas d'être 
en équilibre si l'on rend inflexible le polygone ABC; et, par 
conséquent, la force T est égale cl oppusée A la résultante 
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des forces U, P, Q, R; et comme on peut transporter des 
forces en un poinl quelconque de leur résultante, sans 
changer leur effet, on obtient le théorème suivant : 

La tension d'un cordon quelconque est la résultante de 
toutes les forces situées d'un même coté de ce cordon, et 
transportées parallèlement à elles-mêmes en un quelcon- 
que île ses points. 

82. Lorsque le polygone est en équilibre, il y sera en- 
core si l'on rend sa figure invariable; et, par conséquent, 
toutes les forces extérieures qui y sont appliquées, doivent 
satisfaire aux conditions d'équilibre d'un système rigide. 
Si donc on les transporte parallèlement à elles-mêmes en 
un même point, elles doivent donner une résultante nulle, 
ce qui donne trois équations. 

Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, ou 
pourra donner au polygone une figure telle, que les forces, 
données de grandeur et de direction, s'y fassent équilibre. 

En effet, plaçons arbitrairement le point A, et don- 
nons au cordon Ail la direction opposée à la résultante 
de U et P, et une tension égale à cette résultante. Don- 
nons ensuite au cordon HC une direction contraire à la 
résultante de la force Q et de la tension du cordon AB, et 
une tension égale à cette résultante; et continuons ainsi 
jusqu'au dernier sommet D : la direction et l'intensité qu'il 
faudra donner à lu force qui tiendra ce point en équilibre, 
seront telles, que le polygone entier y soit lui- môme; elle 
sera doue égale et opposée à la résultante des forces U, P, 
Q, R, S, transportées en D, et, par conséquent, sera la 
force donnée V. On peut donc toujours donner au polygone 
une force telle, que des forces données de grandeur et de 
direction s'y fassent équilibre, pourvu que, transportées 
en un mime point, elles s'y détruisent. Cette conséquence. 



tua de l'équilibri*. des FORCES, 

étant indépendante du nombre des côtés du polygone, aura 
lieu encore à la limite, lorsque, les côtés tendant vers zéro, 
il s'approchera indéfiniment de se confondre avec une 
courbe. ■ 

83. Si les extrémités du cordon sont fixes, les forces U 
et V ne sont plus données, et l'on peut enco.e se proposer 
de déterminer la forme du polygone en cquilihrc, et les 
valeurs de ces deux forces. 

Pour eela, on partira de la première extrémité fixe U, 
et l'on supposera connues les trois composâmes de la ten- 
sion U; on déterminera, en conséquence, la position du 
point A, ainsi que les positions des autres points el les len- 
sions de tous les cordons. ] .es coordonnées du point extrême 
du dernier cordon seront donc exprimées en fonction de 
celles du premier poiul, que l'on peut supposer milles, el 
des trois composantes de la force U. En égalant ces expres- 
sions aux valeurs données des coordonnées du second point 
fixe, on aura trois équations qui détermineront ces compo- 
santes, ainsi que toutes les tentions et les positions de lous 
les sommets. 

84. Si les directions des deux cordons extrêmes se ren- 
contrent, les forces U, V ont une résultante : d'où il suit 
que les forces P, Q, R, S en ont une égale et opposée ; et, 
par conséi| u uni, lorsque h* [H'iv^um: csi™ «quilHin*. et que 
les deux extrémités sont fixes, on connaîtra l'eilbrl exercé 
sur chacune d'elles en prolongeant les cordons qui y abou- 
tissent, puis transportant à leur point de concours les forces 
données, et les décomposant en deux forces dirigées suivant 
ces mêmes cordons. Chacune de ces composantes mesurera 
la tension du cordon correspondant, et l'effort qui sera 
exercé sur le point fixe où il est attaché. 
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8a. Lorsque toutes les forces P, Q, R [fig. la) sont pa- 
rallèles, il est facile de voir que tout lu système est com- 
pris dans un même plan. Supposons, du plus, que l'un des 

Fi e . I» 



/ 




cordons, BC par exemple, soit perpendiculaire à la direc- 
lïcin des forées ; remplaçons-le par une force égale à sa ten- 
sion, et nu considérons que les forces situées d'un même 
cè'lé de ce cordon. La tension d'un cordon quelc onque DE 
est la résultante de toutes les forces situées d'un mf me 
côté cl transportées au point D; donc la composante per- 
pendiculaire au\ forces sera constante pour tous les cor- 
dons, et égale à la tension HC; et la composante parallèle 
au\ forces sera la somme de toutes ces forces, depuis R jus- 
qu'en D. 

HH. Lorsqu'une force sollicite ou point qui est retenu 
par plusieurs cordons, on aura la tension de chacun d'eux 
eu décompoiant celte force en d'autres qui soient dirigées 
suivant lotis les cordons, il y aura indétermination si leur 
nombre est plus grand que trois: et cela tient à l'hypothèse 
que l'on fait de l'inextensibilité des cordons. C'est ainsi 
que nous avons déjà vu que les pressions exercées par un 
corps qui repose sur un plan par plus de Iroîs points, ne 
sont pas déterminées individuellement. Dans la réalité, les 
pressions en chaque point du plan et les tensions de cha- 
que cordon sont déterminées, parce que chaque cordon 
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s'allonge, et chaque point de contact d'un corpi sur le plan 
cède plus ou moins. Ces ri ira us lances, jointes aux pro- 
priétés physiques de la matière qui les forme, font con- 
naître chaque force en particulier; mais tes réel 1er ri les 
sont étrangères ii telle par lie du tours, et nous lie nous 
en occuperons pas. 

87. Sixième exemple. — Équations de l'équilibre d'un 
fil don! lotis les points sont soutins à Vaclion de forces 
données. 

ftous avons supposé jusqu'ici que les forces étaient ap- 
pliquées à des points sans étendue, et qu'elles étaient en 
nombre fini ; mais, dans bien des questions, tous les points 
d'un eorps sont supposés soumis à l'action de forées, et ces 
forces ne peuvent être finies, sans quoi la plus pelile partie 
que l'on concevrait dans le eorps serait sollicitée par une 
force infinie, ee qui serait inadmissible. Dans toutes les 
questions de ee genre, nu conçoit en un point quelconque du 
eorps un volume infiniment petit dans tous les sens, dont 
il fasse partie et qui tendra vers zéro, eu comprenant tou- 
jours ce point; à ce volume sera appliquée une force dont 
la direction donnée dépend de la position du point et dé- 
croissant indéfiniment avec lui et dans un rapport dont la 



limite est fini' 


: et donnée. Cette limite se nomme la force 


appliquée au , 


ooint considère, rapportée ii i unité do vo- 






D'après celi 


i, il est clair que, si l'on donne eu fonction 




es des points, la grandeur et la direction de 


cette force, il 




volume Infini. 




un quelconqui 








la forée applir 


|uée au volume, â un infiniment petit près, 







direction ; de sorte que l'on pourra obtenir avec exactitude 
les résultats qui ne dépendront que des limites des rapports 
ou des sommes. 

88. Appliquons ces t.'onsiijt'i-aiiiLMi.s n i-ra K's au cas (l'un 
fil. Soient X, Y, Z les composantes tic la force qui solli- 

l'utiilé de longueur; de sorte qu'un arc infiniment pe- 
tit ih soit sollicité par «ne force dont les composantes 
soient Xtls, Yi/f, 7,i/s. Les extrémités du Gl peuvent èlre 
lises, ou sollicitées par des forées données de direction et 
d'intensité; il s'agit de trouver les conditions de l'équilibre 
du système, qui n'est autre chose qu'un polygone funicu- 
laire d'un ntimbie infini de cotés. 

Or, dans cet état, un élément infiniment petit quel- 
conque du fil, doit être en équilibre au moyen des forces qui 
y sont appliquées; et réciproquement, si cela a lieu, le fil 

edes à ses extrémités, qui sont dirigées îcspecii veinent 
suivant les tangentes en ces points, et de plus les forées 
Xdt, \,h,Z<h. 

La tension T, variant d'une manière continue en même 

nue, ainsi que les cosinus g, £ des angles que fait la 
tangente avec les axes. Les composantes de la Icnsîon, con- 
sidérée dans le sens où s augmente, soin donc, aux deux 
extrémités de l'arc rfi, 
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Supposons les arcs s comptes à partir de l'extrémité A 
{ fig. » 3), et soit MN l'arc infiniment petit tts. Les direc- 
Ki C - i3- 




tions des deux forces tangentes aux points M et K se ren- 
contrent si la courbe est plane, et elles peuvent Être consi- 
dérées comme se rencontrant même dans le cas d'une 
courbe: à double courbure, parce que leur plus courte dis- 
lance est du troisième ordre inlimlrr.im.il, lis étant du pre- 



inicr. Elles peu 


vent donc él 


rc considérées comme ayant 


une résultante 


située dans 1 


e plan osculatcur, en négli- 


geanl le troiaièi 




litésimat. Les forces qui agis- 




s points de 


MN doivent donc avoir une 


résultante égal, 


lepl.noscul; 




comprise dans 


■leur de la courbe. Les condi- 


lions cherchées 


de l'équilibi 


e sont donc celles des forces 


appliquées n un 




et elles doivent exprimer que 


les sommes des 


composâmes 


parallèles à ebaque axe, sont 


séparément nul 


les. Si donc 


on observe que les compo- 


saules T^, T 
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sent êire changées de signe . 



on aura les équations suivantes : 




Si l'on multiplie la première par — t la seconde par 
la troisième P»r^i et qu'on les ajoute, en observant que 

l'on a 
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ilr ^dx dy jdjr d; ^ di 

dl ils dl ds ds dl ' 

on obtiendra 

dT + X dx -+- Ydy + Z dz = o , 
équation qui pourra remplacer une quelconque des cqua- 

Le plus ordinairement, X1/1+ Ydy -i-Zdz est la dif- 
férentielle d'une fonction , z), et l'on aura alors 

T = - f (*,j-, 0+C. 
Dans le cas où la tension T' sera connue en un point ayant 
pour coordonnées x\ y', z\ on aura 

T-r = T {*',j-',»')- f (*, J .,i), 
de sorte que l'on connaîtra la tension en tout autre point, 
en fonction de ses coordonnées; e[, dans tous les cas, la 
dilFérence des tensions inconnues qui ont lieu en deux 
points du fil, ne dépendra que des coordonnées de ces 
points. La valeur de T étant substiluée dans deux des 
équations (1}, on aura les équations de la courbe formée 
parle fil. 

89. Fil sollicite par des forces normales. — Si la force 
dont les composantes sont X, Y, Z était normale en tous 
les points de la courbe, on aurait 

X<fr-j-Trfr + Zrfï = oj 



<j (x, y, z) serai l constant, et, par suite, T; dans ce Cas, lu 
fil est donc également tendu un tous ses points. C'est te qui 
aura lieu, par exemple, lorsqu'il sera tendu sur une surface 
qui ne produira aucun frottement. 

On voit donc que lorsqu'un fil s'enroule sur un corps 
dont la surface n'exerce sur lui aucun frottement, el que 
l'équilibre s'établit avec des forces en dehors de la partie 
enroulée, les deux cordons laugenls à celle surface ont une 
tension égale, puisque celle tension, ne variant pas dans 
loille l'étendue de la tourbe de contact, est la mime à ses 
deux extrémités. 

Il en est de même si l'une des forces données agit sur un 
polygone au moyen d'un lit ou d'une lige quelconque ter- 
minée | i;i r un anneau dans lequel pjs.ii- 1< l;l piilvgimal ; 
les deux ii.it -. du pcilvgouc situés de part el d'autre de 
l'anneau seront également tendu». 

yO l.a tension T étant constante, les équations (■} de- 
viennent 



ou, en désignant par P la force et par R le rayon de cour- 
bure, 

I» = d'où ~ 

Aïnsi, quelle que soit la force normale, le fi) prendra une 
figure telle, que cette force soit en raison inverse du rayon 
de courbure. 

D'où il suit que si la forte est constante et que la courbe 
soit plane, elle formera un arc de cercle. 



Si la force normale est la résistance d'une surface, comme 
elle doit toujours cire rcimni i.se dans lu plan oscillateur de 
la COUrbe, ce dernier est normal à celle surface, cl la courbe 
est celle de longueur minimum entre deux quelconques de 
ses points. 

91. On peut trouver, par des considérations géomé- 
triques très-simples, la valeur de la pression exercée sur la 
surface. Pour cela, considérons la courbe que forme le (il 
comme un polygone d'une infinité de côtés égaux entre 
eux; la résultante des tensions des deux côtés consécu- 
tifs Ah!, liC sera dirigée suivant la ligue BD qui divise 
l'angle ARC en deux parties égales, et son inleusilé sera 

aT ™CBD, .TÎH, 
la ligne CDélant menée perpendiculairement à liC (f>g. 'A)- 
Fia- if- 

"T / 



Si l'on représente par R le rayon du cercle qui passe par 
les trois points A, B, C, et qui n'est autre chose, à la li- 
mite, que le cercle osculateur de la courbe, la pression sur 
la surface sera mesurée par T — ■ Lorsque BC tend vers 

considère une longueur extrême muni petite a sur le fil, les 
normales pourront être considérées comme parallèles, et les 
pressions comme égales, ainsi que les rayons de courbure, 
cil tous les sommets du polygone infinitésimal qui y seront 



no nu l' ko, et Liant des ronces, 

compris : la somme de ces pressions sera donc toujours si li- 
siblement (-gale à ^ y.BC) ou à II étant le rayon de 
courbure en un quelconque des points de l'an: a. Ainsi, la 
valeur de la pression normale produite par le lil sur la sur- 
face, dans une étendue infiniment petite ds, est exprimée 
par et l'on volt qu elle est en raison inverse du rayon 
de courbure au point que l'on considère. 
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CHAPITRE VI. 

DU PRINCIPE DES VITESSES VI HTUKLLES. 



92. En revenant sommai renient sur tout ce qui) pré- 
cède, on voit que nous avons donné d'abord les équations 
de l'équilibre d'un point libre, puis d'un système rigide 

sidéré ensuite ce système, assujetti h di ver-us conditions qui 
ne lui laissaient pas la liberté entière de ses déplacements : 

gides, mais composés du systèmes rigides communiquant les 
uns aux autres. Nous avons montré comment ces dernières 
questions se ramènent aux précédentes, et nous en avons 
donné quelques exemples; mais les calculs changeraient 
avec les données, et tout ce que nous avons pu faire con- 
naître de général, c'est le moyen de ramener le cas com- 
pliqué aux cas simples dont il se compose. 

Le principe dont nous allons nous- occuper a pour objet 
de renfermer dans une seule formule les équations de 
l'équilibre, non-seulement des systèmes examinés jusqu'ici, 
niais du tous ceux dont lus tiiutlitioiis soin définies d'une 
manière rigoureuse, et peuvent être exprimées par la géo- 
métrie et le calcul. 
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lia de l'équilibre des forces. 

l'intermédiaire du principe :i la démonstration duquel elles 
oui concouru. 

Cette objection a quelque chose de spécieux, ei il est 
lion d'y répondre avant d'entamer la démonstration. Nous 
dirons d'abord que la généralisation il laquelle ce principe 
conduit n'est pas comme celle que l'on obtient en réunis- 
sant dans une formule les solutions de questions de moine 
genre, différant les unes dos antres, seulement par les 
valeurs particulières des données. Ici le genre des ques- 
tions peut Cire très-différent, il peut mime n'Être pas 
désigné. On comprend donc que la formule qui en con- 
tiendra les solutions devra renfermer des indications d'opé- 
rations clairement définies, mais dont la forme ne pourra 
être exprimée, parce qu'elle dépendra de la nature des 
équation; qui ik-iiiiironl !:' système. 

Malgré cette indécision inévitable dans une formule qui 
doil s'appliquer à une infinité d'espèces, et qui deviendra 
précise dès que l'espèce prendra une forme déterminée, 
cette formule offrira des avantages que l'on peut com- 
prendre d'avance. 

Lllc réduira dans chaque cas la recherche des équations 
d'équilibre à de simples calculs bien définis, et qui s'exé- 
cuteront sur les équations qui exprimeront les liaisons des 
points du système, et il n'y aura nullement à s'occuper du 
mode d'action des forces. Ce ne sera plus un problème de 
la science des forces, mais de lu science des nombres et de 
celle de l'étendue. La première science sera ramenée aux 
deux autres précédemment étudiées. 

Il y aura encore cet avantage que la formule étant indé- 
pendante de la nature particulière des liaisons qui existent 
entre les points, il sera possible d'en déduire des propo- 
sitions générales, applicables aux formes de liaisons les 
plus diverses, et à des questions n'ayant les unes avec les 
autres aucune analogie. 




n3 



93. Galilée, cbeiehani k se rendra compte des raisons 
pour lesquelles les machines ne produisent [ias toujours les 
avantages qu'on en espérait, en employant de petites forces 
à vaincre de grandes résistances, reconnut que cela tenait 
à ce que dans les machines non en équilibre, les espaces 
parcourus par les points d'application de la puissance et de 
la résistance, dans le sens de ces forces, étaient en raison 
inverse des intensités de ces forces, lorsqu'elles se faisaient 
équilibre sur la machine. Celte proposition peut être re- 

allous exposer, quoique peut-être il ne fût pas impossible 
d'en trouver quelque idée confuse dans les ouvrages d'Aris- 
Galilée la déduit des conditions d'équilibre qu'il dé- 
montre préalablement, et en tire la conséquence, que les 
machines ne peuvent servir à augmenter ce qu'il appelle 
improprement la force (ce qu'on appelle aujourd'hui le 
travail), mais seulement à la transformer; qu'on ne peut 
par leur moyen frauder la nature, et obtenir beaucoup en 
dépensant peu. Ainsi, par exemple, pour élever un certain 
poids à une certaine li.auleur, en employant un poids dix 
fois plus petit, il faut que ce dernier parcoure en descen- 
dant un espace dix fois plus grand que l'autre; de sorte 
que l'on a réellement fait le même travail des deux côtés, 
savoir: dix fois celui do faire parcourir la hauteur donnée 
à un poids égal au dixième du poids donné. 

Cette remarque est une des plus importantes dans la 
théorie des machines, et peut empèclier bien des illusions 
désastreuses dans l'industrie. Galilée la déduit des condi- 
tions de l'équilibre, et ne l'emploie pas à la généralisation 
de l'énoncé de ces conditions dans les différentes machines 
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en équilibre, mais à l'apim'ciation ih: l'utilité dos macliincs- 
cn action. 

évident qu'il fallait la même force pour élever un poids à 
une certaine hauteur, que pour élever un poids double à 
une hauteur moitié moindre, ou un poids triple n une hau- 
teur trois fois moindre, et ainsi de suite; parce que, dil-i], 
un poids P élevé à une hauteur H est la même chose que 1* 

élevé à la hauteur i H et encore P élevé à H. c'est-à-dire 
deux fois l'élévation de P à - H. Or, c'est là ce que l'on fait 
en élevant aP à la hauteur - H; si ce n'est que l'on fait 
alors simultanément ce que l'on avait fait de l'autre ma- 
nière successivement. 

On voit ici la même confusion cnlro la force et le tra- 
vail exécuté; maïs il n'y aurait aucun inconvénient dans la 
théorie de Galilée où tout élait démontré, tandis que dans 
celle de Descaries [out était à démontrer. En effet, il est 
bien évident, comme l'avait déjà dit Galilée, qu'élever un 
poids à une certaine hauteur, c'est faire d'un seul coup ce 
que l'on ferait en détail en élevant, par exemple, chaque 
dixième de ce poids successivement à celle même hauteur, 
ou un même dixième seulement, dix fois de suite à cette 
même hauteur, c'est-à-dire à une hauteur décuple. Mais 
quel rapport y a-t-il entre ces différentes manières de con- 
sidérer l'élévation d'un poids, et la condition d'équilibre 
de deux poids sur une machine? pourquoi dans le cas 
d'équilibre un déplacement fictif du système donnerait-il 
égalité entre les produits des poids déplaces, par les 
hauteurs dont ils se seront élevés ou abaissés, c'est-à-dire 
entre ce qu'il appelle les forces développées? C'est admettre 
précisément ce qu'il faul prouver. 



Jean Ilcrnoulli généralisa la proposition de Galilée de la 
manière suivante : « Lorsque les forces quelconques sont 
en équilibre sur un système de points assujettis à certaines 
liaisons, si l'on conçoit ce système déplacé infiniment peu 
en satisfaisant toujours à ces conditions de liaison, la 
somme des produits de chaque force par le déplacement de 
son point d'application, projeté sur la direction de cette 
force, sera égal à zéro, en regardant comme positives les 
projections qui sont dans le sens des forces, et comme né- 
gatives celles qui sont en sens contraire, s 

Bemoulli se contenta d'énoncer celte proposition géné- 
rale et ne la démontra point. Il est vraisemblable qu'il y 
était parvenu en considérant des cas plus compliqués que 
ne l 'avait fait Galilée, et qu'il l'avait généralisée par simple 
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poser sur l'équilibre des corps. Ce n'est qu'après la publi- 
cation de ce grand ouvrage de Lagrange, que parut la pre- 
mière démonstration générale du principe eu question. 
Elle est due à Fouricr, et ne date que de 1797. 11 en a paru 
depuis un grand nombre d'autres, et Lagrange lui-même 
a cru devoir en proposer une dans la seconde édition de la 
Mécanique analytique. Avant de faire connaître celle que 

même de cette découverte, montrer d'abord, dans quelques 
cas simples, comment on a pu reconnaître la vérité de la 
proposition dont il s'agit. 

Mais pour lu commodité du langage, nous emploierons 
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certaines dénominations introduites par liernQulli, et que 

entendues aujourd'hui. 

<M. Lorsque l'on considère un, système quelconque de 
points dans une première position, et que l'on suppose en- 
suite que chacun d'eux soit placé dans une position in Uni- 
ment voisine de celle qu'il occupait, sans cesser de satis- 
faire à toutes les conditions qui dépendent de ta nature du 
système, on nomme vitesse virtuelle d'un quelconque de 
ces points la droite qui joint sa première position à la 
seconde. Cette dénomination vient de ce que l'on peut con- 
cevoir que ce déplacement se fasse avec uniformité dans un 
même temps infiniment petit, et qu'alors les espaces par- 
courus sont proportionnels aux vitesses, et en outre de ce 
que ce déplacement n'est que possible cl ne s'effectue réel- 
lement pas. 

La vitesse virtuelle d'un point, estimée suivant une di- 
rection déterminée, est la projection de cette vitesse sur 
cette direction. En la mesurant par le produit de la vi- 
tesse par le cosinus de l'angle que fait la direction du dé- 
placement avec celle suivant laquelle ou estime la vitesse, 
les termes de l'équation que nous allons énoncer seront 
précisément ce qu'ils doivent être pour en établir la géné- 
ralité. 

Nous appellerons moment virtuel d'une force le produit 
de son intensité par la vitesse virtuelle do son point d'ap- 

P D'après cela, le principe de Bernoulli consiste en ce que: 
Si un système quelconque de points est en équilibre,, et 
que Von conçoive un déplacement infiniment petit de tous 
ses points, qui soit compatible avec toutes les conditions 
auxquelles il est assujetti, la somme des moments virtuels 
de toutes les forces est nulle, quel que soit ce déplacement. 
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Et réciproquement, si celte condition a lieu pour fous 1rs 
déplacements virtuels, le .y sterne est en équilibrée. 

Dans cet énoncé, lus infini nient petits sont considérés 
de ia manière ordinaire. L'équation n'est exacte qu'en con- 
sidérant les limites des rapports, après avoir divisé' par 
l'une quelconque des qnantilés infiniment petites; en 
d'autres termes, la somme des moments est infiniment 
petite par rapport à ces moments eux-mêmes. 

Cela posé, passons à l'examen de cas particuliers qui 
prépareront n rétablissement de la proposition générale. 

9S. Équilibre d'un point unique. — V équilibre d'un 
point entièrement libre exige que la somme des forces esti- 
mées suivant une direction arbitraire soit nulle; et, réci- 
proquement, si cela est, il y a équilibre. Soient donc P 
l'une quelconque des forces appliquées à ce point, u l'angle 
qu'elle forme avec une direction quelconque, on devra 

= o. 

et réciproquement, si cette équation a lieu pour tonte 
direction, le point sera eu équilibre. Si l'on multiplie ions 
les ternies par une quantité arbitraire m, l'équation de- 

Or mcosfi est la grandeur m portée, à partir <lu point 
donné, sur la direction que l'on considère, et projetée sur 
la direction de la force P; de plus, le goint étant entière- 
ment libre, m peut être considéré comme la distance de sa 
première position à une autre quelconque qu'il pourrait 
prendre; et en la supposant infiniment petite, clic sera ce 
que nous avons appelé la vitesse virtuelle de ce point. 
Ainsi ^Pm çosjx est la .tomme des moments virtuels des 
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forces; donc, si le pointe* 


.t en équilibre, celte somme est 


nulle, ei réciproquement : 


ce qu'il fallait démontrer. On 


peut observer que, ilans ci 
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quantité finie quelconque; et, 


de plus, que la somme des 
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infiniment petite par rapport à ces moments eux-mêmes. 

Si l'on désigne par /) la distance d'un point déterminé 
quelconque, pris sur la direction d'une force P a son point 
d'application, mcosfi sera l'accroissement virtuel, positif 
ou négatif, de p, que nous représenterons par dp, el 
l'équation précédente s'écrira ainsi : 

96. Dans le cas où le point n'est pas en équilibre, il 
suffirait, pour qu'il y fût, que l'on introduisit une force 
égale et opposée à la résultante. Or la somme des moments 
serait alors nulle; et, de plus, doux forces égales el oppo- 
sées, appliquées au même point, donnent, pour un même 
déplacement de ce point, des moments virtuels égaux et 
de signes contraires; donc le moment virtuel de la résul- 
tante, est égal, fn grandeur et en signe, à la somme des 
moments virtuels ries composantes. 

Dans cette relation, loules les forces sont considérées en 
valeur absolue, et il est nécessaire d'examiner si elle se 
modifie lorsque les composantes sont susceptibles d'être 
affectées d'un signe quelconque, comme lorsqu'il s'agit 
d'une force P que l'on décompose en irais autres X, Y, Z, 
parallèles à des ajfts rectangulaires. 

Si d'abord on suppose ces trois forces positives , les 
variations 3jr, 3jr, Sz seront en grandeur et en signes les 
vitesses virtuelles estimées dons le sens de ces forces res- 
pectives, et l'on aura 

Plp — \ ftr + T 3y + Ziï. 
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en projetant sur la résultante la ligne brisée formée par 3:r, 
ôj-, 3z et la vitesse virtuelle. 

Si les aies étaient obliques, X dx ne serait pas le mo- 
ment virtuel de la force X, puisque Sx ne serait pas la 
projection de la vitesse virluelledu point sur la direction 
de X; il en serait de même des deux autres composantes, 
«l l'équation précédente ne subsisterait plus. 

Remarque. — Celle propriété importante que le mo- 
ment virtuel de la résultante de forces concourantes est 
égal à la somme de ceux des composantes, s'étendraient fa- 
cilement au cas i!cs foi ces pai\i IL'Ies ejni peuvent être re- 
gardées comme limites de forces ciiiieour.mtes. On recon- 
naîtrait d'abord que le moment virtuel d'une force ne change 
pas lorsqu'on transporte son point d'application en un 
point quelconque de sa direction, lié fixement au premier; 
et (juc, dans le déplacement infiniment petit d'une droite de 
longueur fixe, les vitesses virtuelles de ses extrémités, es- 
timées suivant sa direction, sont égales et de même sens, 
au second ordre près. Cela posé, en regardant deux forces 
parallèles, appliquées à deux points donnés comme limites 
de deux forces concourantes passant par ces mûmes points, 
le moment virtuel de la résultante de ces dernières étant 
toujours égal à la somme de ceux de ces forces, on parvient 
sans peine à la même conclusion pour la résultante de 
forces parallèles. 

Mais on y parvient directement en observant que lors- 
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que la droite qui joint les points d'application des deux 
forces parallèles et de leur résultante, se déplace infiniment 
peu, les vitesses virtuelles (le ces trois points, estimées dans 
la direction de celle droite, sont égales ci de même sens. El 
comme !a résultante est égale à la somme algébrique des 
composantes, son moment virtuel est égal à lu tomme <il- 
^rhnijnc ili- ceux lies composantes. 

î)7. Si le point est assujetti à rester sur une surface fixe, 
nous savons qu'il cîl nécessaire et suffisant, pour l'équilibre, 
que la résultante soit normale n cette surface, el par consé- 
quent que eosit soit nulle pour ion tes 1rs directions 
situées dans le plan lanyctit. On aurait donc encore, comme 
dans le cas précédent, 

2 P "' cosfiz^o; 

mais on ne pourrait plus regarder m comme la dislance dc- 
deux positions possibles du point, puisque l'exiréniilé de 
la ligne m ne se trouve pas sur la surface. 

.Mais, si l'on prend sur la surface mSme un point situé à 
une dislance infiniment petite '3s du premier, la direction 
de la droite qui les joint a pour limite celle d'une tangente 
quelconque à la surface, et par conséquent ^fPcosu est in- 
finiment petit; donc 3s cosu est infiniment petit par 
rapport à 3s; et par conséquent, dans le sens ordinaire 
où l'on entend lus équations infinitésimales, ou a 

Donc, dans ce nouveau cas d'équilibre, ia somme des mo- 
ments virtuels des forces est nulle pour (ous les déplace- 
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ments infiniment petits, compatibles avec tes conditions de 
la question ; ei réciproquement. 

98. Si le point est assujetti à rester suc une courbe five, 
il est nécessaire et suffisant, pour l'équilibre, que la résul- 
tante soit normale à la courbe, et, par suite, que la somme 
des forces estimées dans le sens de la tangente soit égale à 
zéro. D'où l'on conclut, comme dans le cas précédent, 
qu'en désignant par £ s un arc infiniment petit delà roui lie, 

en négligeant Jes infiniment petits du second ordre. Il est 
donc nécessaire et suffisant pour l'équilibre que la somme 

Si le point n'était que posé sur la surface ou sur la 
courbe, nous avons déjà dit qu'il serai t nécessaire, niais non 
suliisant, que la résultante fut normale. Les conditions que 
nous venons d'indiquer auraient donc encore lieu, mais ne 
suffiraient plus. La somme des moments virtuels ne se- 
rait plus nulle pour les déplacements d'un point suivant 
des droites inclinées au plan tangent, quoique ces déplace- 
ments soient compatibles avec les conditions de la question. 
Elle serait égale au moment de la résultante; or celui-ci 
est négatif, puisque la résultante doit appuyer le point sur 
la surface. D'où l'on conclut que, dans L'équilibre d'un 

des forces est nulle quand le pnmt se déplace sur la sitr- 

peut subir. 

99. Si nous considérons maintenant les diverses ma- 
chines simples, en équilibre sous l'action de deux forces 
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seulement, il est- facile de reconnaître que les conditions 
connues conduisent à celte [iroposilion générale : 

Si deux farces sont en équilibre sur un pareil système, 
leurs intensités snnl réciproquement proportionnelles aux 
longueurs obtenues en projetant sur leurs directions les 
espaces qui seraient parcourus par leurs points d'appli- 
cation, si ton faisait passer géométriquement le système 
dans une position infiniment voisine, en satisfaisant tou- 
jours aux conditions auxquelles il est assujetti. 

Cette proposition peut tire changée dans l'égalité des 
produits des extrêmes et des moyens. Et si l'on observe que 
les deux projections des espauei parcourus sont dirigées, 
l'une dans le sens de la force et l'autre en sens opposé; que, 
de plus, on convienne de prendre la première tomme po- 
sitive, et l'autre comme négative, la propriété générale de 

Lorsque denx forces sont eu équilibre sur une machine 
quelconque, la somme des produits de ces forces par les 
déplacements infiniment petit», et simultanément possibles, 
de leurs points d'application, projelés sur leurs directions 
respectives, est égale à zéro. Et réciproquement, si cela a 
Heu pour tous les déplacements possibles, il y a équilibre. 

l.a même proposition s'étendrait au cas où les forces en 
équilibre sur la machine seraient en nombre quelconque. 

100. Cas d'un systèmen'gide quelconque. — Considérons 
maintenant un système quelconque de points liés entre 
eux d'une manière invariable, ou, en d'aulres termes, un 
corps solide quelconque; ce qui comprendra les cas par- 
ticuliers des lignes ou des surfaces rigides, que nous ne trai- 
terons pas h part, pour ne pas trop multiplier les détails. 

Les conditions nécessaires et suffisantes de l'équilibre 
d'un corps solide sont, en désignant par X, Y, Z les com- 
posâmes positives ou négatives de la force appliquée au 
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point quelconque dont les coordonnées rectangulaires sont 
x,y,z. 

2x = o, , 21 = .. 

2(j-z-«t)=o, 2(«x-^z)=(., 2(' T -r^)=o- 

Il s'agit de démontrer que ces conditions entraînent celle 
que, pour tout déplacement infiniment petit du système 

dïtion qui, d'après l'expression générale donnée précédem- 
ment pour le moment PS/', s'exprimera par l'éqtialion 

2(XJx-r-ïJj'-l-Zî î ) = o, 

Sx, ày, iz désignant les variations algébriques des coor- 
données rectangulaires x, y, z, en passant de la position 
donnée à une autre voisine quelconque, si le corps est en- 
tièrement libre; et compatible avec ses liaisons, s'il en 
existe. Rappelons-nous, pour cela, qu'en géométrie il est 
démontré, dans la théorie des déplacements des systèmes 
rigides, que tout déplacement infiniment petit d'un corps 
solide peut être regardé comme le résultant de deux autres ; 
l'un de translation, par lequel un point quelconque, con- 
sidéré comme lié au système, passera de sa première à sa 
seconde position ; l'autre de rotation autour de ce point, et 
qui peut elre remplacé par trois autres effectués successive- 
ment autour de trois axes passant par ee poini, en panant 
toujours de la position occupée par le corps après la trans- 
lation. Les sommes algébriques des variations des coordon- 
nées de chaque point dans ces divers mouvements, seront, 
en négligeant les infiniment petits du second ordre, les 
accroissements Sx, 3y, Sz, relatifs au passage de la première 
position du corps à la seconde. 
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Le point dont le déplacement constitue la translation du 
système étant arbitraire, nous choisirons pour cela l'ori- 

Soient a, S, y les rotations infiniment petites qu'il faut 
opérer autour des .i\es des .r, jr, s, supposés rectangu- 
laires, pour obtenir, comme nous l'avons dit, la nouvelle 
position du corps; ces quantités, considérée! comme entiè- 
rement indépendantes, correspondront à toutes les posi- 
tions possibles autour du point fixe. Si le corps n'était pas 
entièrement libre, il ne pourrait prendre toutes les posi- 
tions, et a, S, y ne seraient plus entièrement arbitraires; 

d'abord que le système ne soit nullement gêné dans ses 

quelconque. 

Cela posé, la rotation a autour de l'axe AX fera varier 
les coordonnées x, r, z d'un point quelconque, des quan- 
tités respectives o, — as, •+■ ay,. . . . Désignant ces varia- 
tions partielles par la caractéristique Si , nous aurons doue 

Désignant de même par o,, S s les variations provenant des 
rotations S, y, nous aurons, en changeant les lettres x, j-, z 
les unes dans les autres suivant la loi, plusieurs fois rap- 
pelée, 

ù,j — a, i,i — — Zj-, i,r. = 6; , 

On aura donc, d'après ce qui précède, 
Sx = a + Ex — y r, 

<tx = ,- + ,y - S*, 
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et par suite 
^(X*« + Tir-+-Z3i) 

+2w—wï +T tT*-«ï+«(v-«*)]. 

ou, en réunissant les colikiouts des mêmes indêicrminécs, 
T(XJ.e + Yîr + Z*ï) 

Or si le corps rat en équilibre, lui coellieienlsdeiJ, fc,e, a, 5, y 
sont nuls (n°56); etpareonséquent2(Xô';e-r-Yô)"4-Ztî;;) 
est nul pour tous les déplacements infiniment petits de ce 
corps. Réciproquement, si celle dernière condition a lieu, 
il faut que le second membre soit nul, quels que soient 
a, b, c, a, 6, 7 ; ce qui exige que leurs coefficients soient 
nuls séparément : d'où résultent les ,-ï\ équations connues 
de l'équilibre. On conclut de là que : 

Pour qu'un système rigide Mire, sollicite par des forces 
quelconques, soit en équilibre, il est nécessaire et suffisant 
que, pour tous les déplacements iii/tniment petits de ce 
système-, lu somme des moments virtuels des forces soit. 

101 . Remarque. — Si un système de forces appliquées 
à un corps solide libre n'est pas en équilibre, mais peut se 
réduire à une force unique, le moment virtuel de cette ré- 
sultante sera égal à la somme de ceux des composantes. 
Car il y aurait équilibre en introduisant une force égale et 
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opposée à la résultante ; la somme des moments serait donc 
nulle : et comme celui de la force introduite est égal et de 
signe contraire à celui de la résultante, il s'ensuit que ce 
dernier est égal à la somme de ceux des forces données. 

102. Considérons maintenant un corps solide qui ne soit 
pas entièrement libre, et dont certains pôints soient, ou 
fixes, ou assujettis à rester sur des lignes ou des surfaces 
fixes; et supposons des forces en équilibre sur un pareil 
système. Les surfaces ou lignes fixes ne pourront produire 
que dos forces qui leur seront normales, et les points fixes 
pourront en produire dans des directions quelconques. Or, 
si l'on introduisait ces différentes forces inconnues, l'équi- 
libre aurait lieu entre elles et les proposées, en supposant 
ce système entièrement libre; et, par conséquent, il est né- 

ments virtuels, tant des forces données que des nouvelles 
forces introduites, soit nulle pour tous les déplacements 
possibles du système considéré comme libre. 

Mais si l'on choisit seulement les déplacements compa- 
tibles avec les liaisons données, les moments virtuels seront 
évidemment nuls pour chacune des forces inconnues, et 
par conséquent : 

La somme des moments virtuels des forces données 
sera nulle pour tous les déplacements du corps qui sont 
compatibles avec ses liaisons. 

Réciproquement, si la somme des moments virtuels des 
forces données est nulle pour tous les déplacements com- 
patibles avec les liaisons, le système sera en équilibre. 

En efl'ct, supposons qu'il n'y soit pas et que sous l'action 
de ces forces il prenne un certain déplacement. On pourra, 
en introduisant de nouvelles liaisons, s'il est nécessaire, 
rendre ce seul déplacement possible, par exemple en fixant 
les courbes décrites par les différents points, et assujettis- 
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sant ces points à ne pas les quitter. Ces nouvelles liaisons 
n'empêcheront pas le dé place m cul d'avoir lieu ; et par (-on- 
séquent, dans la apposition où nous nous sommes placé., 
il faut admettre que les forces données ne seront pas en 
équilibre, malgré l' introduction de ces nouvelles liaisons. 
Or, si cela est, on pourra introduire! une force qui mettra 
le système en équilibre; car il suflira de la faire agir suivant 
la taugenie à la courbe décrite par un quelconque des 
points, en sens contraire du déplacement de ce point, et 
avec une intensité égale à celle que produirait un obstacle 
fixe opposé en ce point sur la courbe. Mais l'équilibre ayant 
lieu, la somme des moments virtuels des forces données 
et de cette dernière devrait être nulle, pour le déplacement 

n'est pas nul, puisque le déplacement est dans sa direction 

pas nulle: ce qui sciait contraire à l'hypothèse. Il ne peut 
donc y avoir aucun déplacement si la somme des moments 
des forces est nulle pour tous les déplacements compatibles 
avec les liaisons du système. On peut donc énoncer la pro- 
position suivante : 

Lorsqu'un corps solide n'est pas entièrement libre, il 
est nécessaire et suffisant, pour qu'il soit en équilibre, que 
la somme algébrique des moments virtuels îles jurées qui 
y sont appliquées, soit nulle pour tous les déplacements 
iitfinime-nt petits compatibles avec Us liaisons données. 

Remarque. — Le cas d'une droite rigide dont les dille- 
rems points sont sollicités par des forces quelconques, 
rentre dans le cas généra Vqui vient d'être traité, et par con- 
séquent les mêmes conclusions s'y appliquent. Rien ne 
serait plus facile d'ailleurs que de le traiter directement. 
On commencerait par remplacer toute force appliquée en 
un point quelconque de la droite par deux autres paral- 
lèles, appliquées à ses extrémités, ce qui n'altérerait pas la 
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sumiui! des moments virtuels. La démonstration s 'achève- 
rait alors sans difficulté, puisque ces deux foi res, en y com- 
prenant les résistances des surfaces ou lignes, s'il y en a, 
devront élrc égales et directement opposées. 

103. Exempta d'un système jlexible. — Considérons 
maintenant un fil flexible et inextensible, assujetti à passer 
par 1111 point lixe sur lequel il peut glisser. 

Nous avons vu qu'un fil qui n'éprouve que des résis- 



tes deux forces qui y sont en équi 



2e cas général renferme celui où le fil passe sur des sur- 
■s qui ne produisent aucun frot terne u i , ou clans des 
leaax, on pir des points fixes : et, dans la réalité, ces 
x derniers cas rentrent dans le premier. Ainsi, dans la 
slion qui nous occupe, les deux forces en équilibre sur 
il sont égales et tirent le fil en sens contraires. 
)r la liaison des deux points extrêmes on sont appli- 
es les forces consiste en ce que le iil soit toujours tendu, 

c connue condition des déplacements virtuels, que la 
me des dislances des deux points extrêmes du fil au 
nfixe sur lequel il peut glisserait constante. 
.n entendant de celle manière la liaison des deux points 
:s projections des deux parties du Iil sur leurs 
directions avant le déplacement virtuel, donneront donc 
aussi la même somme, aux infiniment peliis du second or- 
dre près; ut par conséquent les projections des déplace- 
ments virtuels des extrémités sur ces mômes directions, 
seront égales, en négligeant les infiniment petits du second 
ordre, et de plus seront dirigées d'une manière différente 



par rapport aux deux forces. D'où il suit que la somme des 
moments virtuels de ces forces sera nulle, pour tout dépla- 
cement compatible avec les liaisons. 

Réciproquement, si telle dernière condition était rem- 
plie, les forces seraient égales et tendraient à faire mouvoir 
le fil en sens contraire; il y aurait donc équilibre. 

Jtemarqiie. — Tout ce que nous venons de dire s'ap- 
plique au cas où le fil passerait par plusieurs points fixes, 
et sur des courbes ou sur des surfaces fixes. 

DÉMONSTBATIOB GÉHÉtULK DU PMHCtFF. m: s VITESSES 

104. Nous commencerons par définir avec précision le 
système sur lequel les forces données sont en équilibre. 

Ce système peut être composé de parties rigides d'une 
étendue finie, ou corps solides, et de points sans étendue 
sensible. Ces points, ou des points particuliers des solides, 
peuvent être liés les uns aux autres par des droites inflexi- 
bles et inextensibles, ou par des fils flexibles; ils peuvent 
êlre assujettis a rester sur des surfaces ou des courbes fixes 
ou mobiles, sans résistance langentielle. Les corps faisant 
partie du système peuvent toucher et presser, suivant la di- 
rection de la normale commune, d'autres corps mobiles et 
faisant aussi partie du système, ou bien des corps fixes. En- 
fin les surfaces de corps appartenant au système peuvent 
être assujetties à passer par des points fixes, sur lesquels 
elles peuvent librement glisser. 

Cela posé, des forces quelconques étant supposées appli- 
quées à di's points d'un pareil système, il s'agit de démon- 
trer que, pour tout déplacement virtuel, c'est-à-dire com- 
patible avec les liaisons, la somme des moments virtuels 
infiniment petits est égale à zéro; et réciproquement. 



Soi! \l nu point r ■ 1 ; c> 1 1 ( u 1 r | n i ' . ;ill<|ue] SOIll appliquées des 

forces données P, Q, R Soient F, F', . . . des actions 

exercées sur M par d'autres points M, M', ... du système 

nues si elles proviennent de la liaison des points par de* 
droites de longueur constante; mais si et' sont dus actions 
mutuelles dont la loi soi I donnée, elles pourront s'exprimer 
en fonction des coordonnées de ces points, et nous les regar- 
derons comme renfermées dans les forets P, Q, R. Enfin, 
soit N la force normale produite sur le point M par la ré- 
sistance d'une surface fixe ou mobile, sur laquelle il soit 
obligé de rester. En introduisant toutes ces forces, le point 
M pourra être considéré comme libre; et s'il est eu équi- 
libre, la somme des moments virtuels sera nulle, pour 
tout déplacement infiniment petit, et par conséquent pour 
tous ceux qui seront compatibles avec: les liaisons données. 
En entendant ainsi ces déplacements, on aura 

jPJ /J + Q 0 >+Rîr-(-... 
1 | -+- FJ,(W)-t- F'i, («.»■]„+ NJn +N'^' + ... = o, 

la caractéristique 3, désignant la variation correspondante 
au déplacement du point m seulement. 

On aura des équations analogues pour chacun des autres 
points. Considérons ceux qui fournissent des termes dans 
l'équation {i). Dans l'équation relative au point m', le 
terme introduit par l'action de m sera F3, [mm'), S, dési- 
gnant la variation relative au déplacement de iri seul, m 
restant fixe. De sorte que, par l'addition de l'équation (i) 
et de celle sceundc, les deux termes renfermant F se rédui- 
ront à Fà{mm'), â désignant la variation de la distance 
mm' quand les deux extrémités se lii'pl.icent pour parve- 
nir aux positions qu'elles doivent avoir, après le déplace- 
ment virtuel donné au système entier. Or, d'après l'hypo- 
thèse, mm' a une valeur constante; donc 3 [m m') est nul, 
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et !a force F n'entrera pas dans l'équation résultant de 
l'addition. 

inflexible et un fil flexible restant rectiligne fit du longueur 
contante. Mais s'il s'agissait d'un fil passant par un point 
fixe sur lequel il pourrait glisser, ou qui pourrait glisser 
sur lui, les deux parties rccliligncs ne seraient plus con- 
stantes, mais leur somme le serait. Les projections des es- 
paces parcourus par les deux extrémités sur les directions 
respectives des fils, seraient encore égales, ainsi que les 
deux forces provenant de la résistance du fil : leurs mo- 
ments virtuels seraient encore égaux cl de signe contraire, 
et disparaîtraient encore dans l'addition des équations. 
Supposant donc qu'on :iit a joule les équations analogues 

force» F, F' auront disparu. Voyous ce que deviennent les 
moments qui proviennent dra forces N. 

Si la surface qui produit ia force normale K est fixe, le 
déplacement du point d'application s'effectuani sur cette 
surface même, an sera nul, le moment Si in sera donc nul; 
et il en sera de même de tous ceux qui proviendront de la 
résistance de surfaces fixes. 

Si la surface est mobile, ân ne sera plus nul, et le mo- 
ment Nd>i restera dans l'équation fi). Mais le point exerce 
sur la surface une réaction égale et opposée, dont le mo- 
ment virtuel serait par conséquent — -Nin-Or le corps 
solide dont la surface produit la force N doit être en équi- 
libre au moyen de toutes les forces extérieures qui y sont 
appliquées, et parmi lesquelles il faut compter la réaction 
du point. Donc, d'après ce que nous avons vu précé- 
demment, la somme des moments virtuels de toutes ces 
forces est nulle, et dans cette équation se trouvera le terme 
— N in ; de sorte que, dans la somme des équations, les deux 
termes renfermant N se détruiront, et cette force inconnue 



disparaîtra. II en serkit de même pour tous les points as- 
sujettis à rester sur des surlaces mobiles. Enfin, il peut 
arriver qu'un des eorps du système soil en contact avec un 
autre, d'où résultent des pressions normales, égales et op- 
posées. Nous prendrons, dans ce cas, comme condition, que 
les deux surfaces restent tangentes après leur déplacement. 
Alors le plan tangent commun ne pouvant s'incliner que 
d'un angle infiniment petit sur sa première position, les 
deux points en contact peuvent être considérés après leur 
séparation comme étant a une même distance du premier 
plan tangent: dislancequi devient nulle si Tune des surfaces 
est fixe. Le déplacement virtuel des deux points donne donc 
une projection égale sur la normale commune, et par con- 
séquent les deux moments virtuels des forces de pression 
sont égaux et de signes contraires, ou nuls, et disparaissent 
dans la somme. 

La. même conséquence s'applique au cas où la surface 
de l'un des corps serait assujettie à passer par des points 
fixes sur lesquels elle pourrait librement glisser. Car ces 
points peuvent être considérés comme des surfaces infini- 
ment petites, auxquelles la surface du corps serait assujettie 
à être tangente. 

II résulte de celte discussion que, dans la somme des 
premiers membres des équations fournies par l'équilibre 
des diverses parties du système, il ne reste que les mo- 
ments virtuels des foi res données, ou des forces mutuelles 
exercées par les points les uns sur les autres, suivant des 
lois données. 

Désignant ces diverses forces sous le nom de forces exté- 
rieures, pour les distinguer des forces inconnues provenant 
des liaisons, et que nous appellerons intérieures, les con- 
séquences précédentes conduisent à celle proposition gé- 

Lorsqu'un système assujetti à des liaisons quelconques, 



du genre de celles que nous avons définies, est en équi- 
libre, sous l'action de farces extérieures quelconques, la 
somme des moments virtuels de ces forces est nulle pour 
tout déplacement infiniment petit compatible avec les 
liaisons du système. 

105. Réciproque. — La réciproque Je celte proposition 
est vraie, c'est-s-dirc que si, pour ious les déplacements 

des moments virtuels est nulle, le système est en équilibre. 
En effet, s'il n'y était pas, il prendrait un déplacement 
déterminé, et chaque point décrirait une certaine ligne, en 
vertu des forces données et des liaisons. Quelles que soient 
ces lignes, on ne changera rien au déplacement en intro- 
duisant de nouvelles liaisons qui ne permettraient au sys- 
tème que de prendre celui-là même qu'il prend, de telle 
sorte que te déplacement d'un seul de ses -points déter- 
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par le déplacement de chaque point. Si cependant, dans 
un cas particulier, quelques points décrivaient dans ce 
déplacement des espaces infiniment petits par rapport aux 
autres, ce sont ces autres qu'on choisirait pour déter- 
miner le premier ordre. Maintenant considérons un des 
points, correspondant à un moment virtuel infiniment petit 
du premier ordre; et empêchons son déplacement, par 
exemple par un obstacle placé sur la ligne qu'il décrit, et 
qui produira une force opposée au déplacement qu'il ten- 
dait à prendre. Le point, cl par suite le système, restera 
en repos, et la force introduite jointe aux forces données 
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produira l'équilibre. Donc, d'après la proposition précé- 
dente, la somme des moments virtuels sera nulle pour le 
déplacement dont nous venons de parler. Mais cela est 
impossible, puisque le moment virtuel de la force inlro- 

somme dus autres est paMivpolhèse nulle, ou d'un "ordre 
supérieur au premier. On arrive donc & une contradiction 

un système pour lequel la somme des moments virtuels est 
nulle, pour tous les déplacements infiniment petits compa- 
tibles avec les liaisons. 

On peut donc énoncer ee principe général : 

Lorsqu'un système de points, sait libres, soit assujettis 
à des liaisons quelconques, telles que nous les avons défi- 
nies, est sollicité par des forces quelconques, il est néces- 
saire et suffisant, pour qu'il y ait équilibre, que la somme 
des moments virtuels des forces extérieures agissant sur 
le système, soit nulle pour tout déplacement infiniment 
petit compatible avec les liaisons. 

C'est en cela que consiste ce qu'on appelle le principe 
des vitesses virtuelles. 

Remarques. — i" En supposant toujours les conditions 
sous lesquelles nous avons démontré ce principe, il est clair 
que si l'on change le sens de toutes les forées, il y aura 
encore équilibre, puisque les moments virtuels n'auront 
fait que changer de signe; a" deux systèmes de forces ap- 
pliquées à des poiuls liés entre eux d'une manière quel- 
conque, étant dits équivalents relativement à un sys- 
tème de points, lorsqu'ils peuvent se remplacer l'un l'autre 
sur ce système, il résulte du principe des vitesses virtuelle» 
que la somme des moments virtuels de deux systèmes équi- 
valents est la même, puisqu'elle est égale et de signe con- 
traire à celle du système qui est ou qui serait en équilibre 
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Réciproquement, si la somme des moments virtuels de 
doux systèmes est la mûmc, ifs seront équivalents, car cha- 

100. Pour exprimer le principe que nous vêtions de 
démontrer par une formule :i I ij. t !■ 1 > i - ï t [ n t ■ , désignons par P,Q, 
R,... les intensités ries diverses foi tes appliquées aux points 
du système, et par p, q, r,.„ les distances de ces points à 
des points fixes pris sur les directions mêmes de toutes les 
forces, ou sur 1rs di roc lions contraires : la condition d'équi- 
libre sera exprimée par l'équation 

| Pfy>-t-Qty -4-Rar-i- ..— o,' 



parallèles aireaïc* X, Y, Z, et qu'on le rappelle la for- 

Vtp — Xtjc -r Ify 4- ZSz, 
démontrée générale (n° 9U), en tenant compte des signes 
de X, Y, Z, X, y, z, L' équation (a) pourra être remplacée 

(3) 2 l (XSx + Y3y + Z1z) = 0 . 

Wons allons voir continent celte équation peut donner 
les conditions de l'équilibre d'un système quelconque. 

Supposons d'abord, comme on le fait ordinairement, que 
les liaisons du système puissent ëue exprimées par des 
équations entre les coordonnées de ses dilférenls points, 



n équations données entre les coordonnées des m points 
qui composent le système; les variations de ces coordonnées 
satisferont aux équations 

.' dh , dl. dL , dL , , 

I dlJ , rfL' , <iL' , ./L' , , 

(4) + '+•••=•• 

I <iL" , dL* , i/L" , rfL" , , 

I -3- te + -3- te -+■ — te + — te' + . . . = 0, 

f dx dy dz dx' 

Si l'on lire de ces n équations la valeur de n variations 
et qu'on les reporte dans l'équation (3), elle en renfermera 

comme cette équation doit avoir lieu pour tous les dépla- 
cements qui satisfont aux conditions du système, elle sera 
satisfaite, quelque valeur que l'on donne à ces indétermi- 
nées; ce qui exige que les coefficients de chacune d'elles 
soient nuls séparément. On aura ainsi 3m — 11 équations, 
nécessaires et suffisantes pour l'équilibre. En les joignant 
aux n équations données, on aura un nombre d'équations- 
égal au nombre des coordonnées des points du système. 

Elles pourront servir à déterminer les positions d'un 
certain nombre do puints d'application, ainsi que les gran- 
deurs et les directions d'un certain nombre des forces, de 



ilibre ait lie 



L'élimination de n variations entre les équations (3^ 
et (4) peut s'effectuer de différentes manières. On pourrait 
tirer leurs valeurs des n équations (4) et les substituer 
dans l'équation (3}, puis égaler à zéro les coefficients des 

lions (4) par des faneurs indéterminé* J. V, ï", . . . , puis 
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les ajouter à l'équation (3). On égalera ensuite h zéro les 
coefficients des autres variations. On voit donc qu'après 
avoir ajouté toutes les équations, on devra anDuler séparé- 
ment les coefficients des 3 m variations; ri de ces équations 
détermineront X, X', . , . , et, eu substituant leurs va- 
leurs dans les autres, on aura les conditions d'équilibre du 
système. 

i07. L'avantage de cette méthode n'est pas d'abréger le 
calcul, mais de faire connaître les efforts produits par les 
liaisons, et les forces qui pourraient remplacer les équa- 
tions qui expriment ces liaisons. 

En effet, les 3m équations auxquelles on parvient, sont 




Or ces équations seraient les mêmes, si les équations L = o, 
L'=o, ... n'existaient pas, c'esl-à-dire si tous les points 
étaient libres, et qu'on appliquât au point M une force 
ayant pour composantes 



dh ^dL jrfL y dV 
de dy di ds 
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au point M' une force ayant pour composantes 
./t, dL dl dV 

A S ? ' *3y" S?'"*' 

et ainsi de s u i t o pour les autres points. 

Quant à la direction de ces forces, en ne considérant 
d'abord que celles dont les expressions renferment les déri- 
vée! de la fonction L, on voit que celle qui est appliquée 
en M est normale à la surface dont l'équation serait L = o, 
eu ne regardant ijuc x, y, z comme variables. Celle qui 
est appliquée en M' est normale à In surface dont l'équation 
serait L = o, mais dans laquelle x\y', 2' seraient seules 
variables, el ainsi du suite pour les autres points. 

Ce que nous venons de dire de l' équation L= o peut se 
dire de toutes les autres; el dès qu'on aura déterminé, 
comme nous l'avons dit, les valeurs de )., ).', on 
connaîtra les grandeurs el les directions des forées dont les 
diverses liaisons tiennent la place, cl qui, réciproquement, 
pourraient remplacer ces liaisons. 

CAS OU L, i.', . . . NE DÉPENDENT TAS SEULEMENT 
DES COORDOJiNÉM. 

108. Nous avons supposé que les équations L = o, . . . , 

fermaient de variables que les coordonnées de ces points, 
de quelque nature qu'elles soient. Mais il pourrait arriver 
que les équations de condition fussent d'une autre forme, 
même quand elles seraient réductibles à celles-là; et il est 
possible aussi qu'elles n'y soient pas réductibles. 

Pour donner un exemple du premier cas, supposons que 
le point dont les coordonnées sont x, y, 2, soit assujetti à 
rester sur une siiHWe en^'ndrée p.ir une nrailip mobile 
dont les deux équations sont 
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a étant un paramètre variable qui détermine chaque géné- 
ratrice de la surface, et qu'il faut éliminer entre ces Jeux 
équations pour avoir celle Je cette surface. 

Si l'on faisait l'élimination de a, on rentrerait dans le 
cas précédent; mais si l'on ne peut pas, ou si l'on ne veut pas 
la faire, on peut s'en dispenser. En elle!, pour passer du 
point donné ( z ) à un poinl infiniment voisin sur la 
surface, il faut d'abord augmenter l'a qui s'y rapporle d'une 
quantité infiniment petite on pour passer « une çéné- 

z -f- os, en exprimant que ces nouvelles coordonnées sa- 
tisfont aux équations Je la nouvelle génératrice, ce qui 
donne, en retranchant les équations Jeux à deux, 




On aurait ainsi deux équations, au lieu d'une, entre les va- 
riations; mais aussi il y a de plus la variation 3a, ce qui 
laisse le même nombre de variation) arbitraires. On ren- 
trerait dans le premier cas eu éliminant àa entre les deux 
dernières équations. 

109. Donnons maintenant un exemple du cas où les 
liaisons ne pourraient être exprimées par des équations où 
les coordonnées des poims seraient les .'■i ules variables. 

Supposons que certains points du système soumis à l'ac- 
tion des forces X, Y, Z; X', Y', Z';. . . soient assujettis 
seulement à rester sur une surface de forme donnée, entiè- 
rement libre, sur laquelle ils peuvent glisser eu tous sens. 
L'équation Je cette surface, par rapport à des axes qui lui 
seraient invariablement liés, est donnée, et on l'obtiendra 
par une transformation du i (jurdonnéis, rapportée aux axes 
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donnés. On aura de celle manière une équation entre les 
coordonnées x,y, z d'un point quelconque de la surface, 
et six paramètres variables avec la position de cette surface, 
et qui seront les trois' coordonnées a, b, c du point pris 
pour origine des axes mobiles, ei irois angles 9, 6, $ qui 
déterminent leurs directions. 
Soit 

F(«, r , z,«, b, e ,„ s, Re- 
cette équation. II s'agit de trouver les relations qui en ré- 
sultent entre les déplacements virtuels Sx, oy, dz, ox', 
Sy',..., des points assujettis à rester sur cette surface, dans 
toutes Jes positions infiniment voisines de cellequi corres- 
pond à l'équilibre. Or les coordonnées x, y, z, après être 
devenues x + dx, y-t- Sy, z-+-3z, doivent satisfaire à 
l'équation de la surface dont les paramètres sont devenus 
a-t-3a, b -\-3b,..„ et l'on aura par conséquent, en re- 
tranchant les deux équations, 

dF , dF . dF , ,/F . dF „ dF 

dF , dF „ dF ., 
On aura de même, pour le point [x', y', z'), 



e différent de — , que par 
le changement de x,y, s en x', y', z'. 

On agirait de même pour tous les points assujettis à res- 
ter sur la même surface. 

Cela posé, soient 1, fi, v,... les divers facteurs par les- 
quels on multipliera ces équations, pour les ajouter a celle 
des vitesses virtuelles, d'après la méthode précédente; en 



égalant à zéro les coefficients des variations 3x, ôy, 5z, 
3x', . . . , Sa, Sb, . . . , on aura d'abord 

U->£=., *+>£=■>, z + 1 f =o, 

en supposant que x, y, z,... n'entrent pas dans d'aulres 
équations, sans quoi on ajouterait les termes qui en pro- 
viendraient aux précédents. Et l'on aura en outre 
/ d? rfp rfF* _ 
\ rta +i> da + " de + ° ' 

(7) 1 , rfF df , dF" 

Les équations (6) font voir que les forces appliquées aux 

surface mobile : en les combinant avec les équations (7), 
on aurait, par l'élimination de î, ju, v, . . . , les conditions de 
l'équilibre des forces appliquées à la surface mobile. 

Cet exemple suffit pour montrer comment il faudrai t fai re 
dans des cas plus compliqués. 



HO. Nous avon- >u (11" 107) quelle- forces pouvaient 
remplacer le liaison* exprime!", par les équations L ■— : o, 
1/ = o,.... En chacun des puiiiis auxquels sont appliquées 
les forces données, celles qui proviennent des liaisons don- 
neront une refaj liante égale et oppnscr a relie des fi.nes 
données ; mais il ne suffirait pas de connaître les équations 
L = o, . . ., pour déterminer les diverses actions exercées 
entre les liens matériels C[ui unissent les points, parce que 
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les mûmes équations peuvent être l'expression de liaisons 
d'espèce très-différente; tomme aussi les roCmcs liaisons 
peuvent s'exprimer par un rnseuiMc d'équations très-diffé- 
rentes, formant un système équivalent. On ne peut clone 
chercher à déterminer les diverses réactions exercées dans 
les appareils qui établissent les liaisons, que lorsque ces 
appareils sont définis dans tous leurs détails, et qu'on ne 
se borne pas à donner les équations entre les coordonnées, 

Si, par exemple, un point est lié à un point fixe par une 
lige rigide, on aura en lie Ii-s i:mn Jonnn- x, y, 3 du pre- 
mier et les coordonnées n. b, c du second l'équation 

I*— -)*-<- tr —*?*-•-{»— «■)*='*. 

I désignant la longueur de la tige. Mais on aurait aussi la 
même équation en assujettissant le point à rester sur une 
sphère matérielle ayant pour rayon l et pour centre le 
point (a, fc, c). Cette sphère pourra être rendue immobile 
en fixant trois quelconques de ses points, et l'on voit com- 
bien, dans ces dillérents cas, seront différentes tontes les 
aillons partielles exercées dans ces divers appareils, el qui 
cependant donneront toujours au point mobile une résul- 
tante normale à la sphère déterminée par l'équation précé- 
dente. Il serait superflu d'insister davantage sur un point 
aussi évident. 
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QUELQUES CONSÉQUENCES DU PRINCIPE 
DES VITESSES VIRTUELLES. 



1H. Les auteurs île traités tic mécanique rationnelle Ont 
admis jusqu'à nous, que lorsque, par l'effet de ses liaisons, 
un point ne peut se déplacer qu'en restant sur une courbe 
ou sur une surface idéale déterminée, on pouvait supprimer 
ces liaisons en donnant une existence réelle au lieu pure- 
ment idéal de ses déplacements possibles, et assujettissant 
le point à y rester avec la possibilité de s'y déplacer libre- 

Nons avons pensé que ce principe ne pouvait être admis, 

lainement bien des formes de liaison peuvent donner un 
mùmc lieu pour le déplacement géométrique d'un point; 
mais peuvent-elles se remplacer dans les questions qui dé- 
pendent de l'action des forces, parce qu'elles le peuvent dans 
les questions de géométrie? Celte confusion des sciences 
nous a paru peu philosophique, et nous l'avons rejetée. 
Quant à l'expérience, elle est impropre à rétablissement 
d'un principe indépendant de la forme des liaisons qui peut 
varier à l'infini, et que l'on ne pouvait vérifier que dans un 
nombre limité de cas. 

Mais cette proposition si générale, et si commode dans les 
applications, peut être établie, bien simplement, au moyeu 
du principe des vitesses virtuelles. Me ne sci a plus un prin- 
cipe, mais un corollaire d'un principe qu'elle servait au- 
trefois à établir. 
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Pour reconnaître la vérité de relie; proposition, il suffit 
de remarquer que tout système de liaisons qui assujettiront 
un point aux mêmes déplacements géométriques possibles, 
donneront lieu, identiquement, aux mêmes systèmes de vi- 
tesses virtuelles, et par suite aux mêmes équations d'é- 
quilibre. 

Ainsi, par exemple, si les deux côtés d'un angle constant 
sont assujettis à rester dans un plan donné, et à passer par 
deux points lues sur lesquels ils peuvent glisser librement, 
le sommet de cet angle ne pourra que se mouvoir sur un 
arc de cercle qui n'a aucune existence matérielle. SI main- 
tenant on applique des forces quelconques' à ce point, il 
faudra, pour qu'il y ait équilibre, qu'elles soient détruites 
par celles que les deux points fixes peuvent produire et qui 
seront normales aux cotés qui n'offrent, par hypothèse, 

tante des forces données doit donc être égale et opposée à 
celle que donneront ces deux forces normales. Or, leur point 
de rencontre joint au sommet de l'angle sera un diamètre 
du cercle, lieu du commet; il faut donc que la résultante 
des forces soit normale à l'arc de cercle, lieu géométrique 
du sommet, d'après les liaisons données. D'ailleurs, celte 
résultante peut avoir une intensité quelconque, puisqu'elle 
peut être décomposée en deux forces qui seront détruites 
par les points fixes qui sont supposés susceptibles d'une ré- 
sistance indéfinie. 

On vérifie ainsi, que l'on arrive aux mêmes conditions 
pour l'équilibre du point, que si l'on avait supprimé les 
liaisons données et qu'on leur eût substitué le lieu géomé- 
trique rendu matériel, en assujettissant le puint à ne pas le 
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112. Lorsque l'expression ]£{XJx 4- Y3y+Z»s) sera 
la variation d'une certaine fonction dcx, y, z ; x' z' ; . . . 
traitées comme variables indépendantes, l'équation donnée 
par le principe des vitesses virtm-lli - montre que, dans la 
position d'équilibre, cette fonction est, en général, un 
maximum ou mi minimum jin [■ rappurt -i tomes les valeurs 
qu'elle peut prendre lorsque le système subit un déplace- 
ment infiniment petit quelconque, corn pa tilde avec ses liai- 
sons; le minimum correspond au cas de l'équilibre instable, 
et le maximum au cas de l'équilibre stable. Mais celte dis- 
cussion nous écarterait trop de noire objet et nous nous 
bornerons à cette indication. Sons appliquerons tout à 
l'heure cette proposition au cas particulier des forces pa- 
rallèles produites par la pesanteur. 

113. Application au cas (le força quelconques. — 
Soient P, P', . . . des forces en équilibre sur un système 
quelconque ; M, M',. . . leurs points d'application. Prenons 
à partir de ces points, et sur la direction des forces, des lon- 
™ih.' m s finie* AIN, M' M', . . . proportionnelles à ces forces, 
et désignons-les par />, p',. . . , de telle sorte que l'on ail 

p = kV, p' = iP- 

Le théorème que nous voulons démontrer consiste en ce que 
la somme p' + p" -+-... ou Vp' sera un maximum oit un 
minimum, parmi toutes les valeurs qu'elle peut prendre 
lorsque, les points N, N',. . . restant fixes, les points M, 
M',. . . subissent un déplacement virtuel quelconque, com- 
patible avec les liaisons du système. 
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F.» effet, soient L {Jîg. ifi) une position infiniment voisine 



Fig. iï. 




que peut prendre le point M ; H sa projection sur la di- 
rection Je la force P; 0 l'angle PML ; faisons ML = r, 
MU = âp. 

Le principe îles vitesses virtuelles donne pour tous les 
déplacements possibles 2P rcose = °> el > par conséquent, 
en multipliant tous les termes par Z, 

Or c'est ià une condition nécessaire, mais non suffisante, 
pour que ^p' soit un maximum ou un minimum, pour 
tous les déplacements compatibles avec les liaisons du 

Pour reconnaître si réellement Jp' est un maximum ou 
un minimum, iJileul'His e\.ii ■icinent son accroissement. Si 
nous désignons par la valeur NL de p après le déplace- 
ment virtuel arbitraire, nous aurons 

p\ = fi* — ?/ir ci-s9 +- r', 
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itde^p 1 est donc 

Or, si l'on avait rigoureusement l'équation 2P'" cosS = "i 
s ' : r ^ u "' ra ' 1 "2''* r l u ' esl *;ssenljeïJeineiit positive, 
d'où il suivrait que ^p' serait toujours minimum. Mais 
nous avons fait remarquer, dans la démonstration du prin- 
cipe des vitesses virtuelles, que ^PrcotB n'était pas gé- 
néralement nul, mais inliniiucnt petit du second ordre ; et 
comme ^-V ' est du même ordre, les deux parties de. 3 2''* 
sont comparables, el l'on ne peut rien dire d'absolu sur le 
signe du résultat. Cependant on peut faire quelques re- 
marques importantes à cet e'gard. 

Supposons d'abord que ^PrcosB soit de même signe 
pour tous les déplacements virtuels, il faudra distinguer 

S'il est négatif, les deux termes de l'expression (3) se- 
ront positifs, el par conséquent sera un minimum, 
quelle que soit la valeur du rapport ft, depuis zéro jusqu'à 

S'il esl positif, la première partie de 3^p' sera négative; 
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et comme elle varie proportionnellement à li, on pourra 
donner ;ï ce rapport une valeur assez, grande pour que ce ne 

première partie l'emporte sur la seconde Jr'.quel quesoit 
le déplacement virtuel, el cela aura lieu depuis cette 
valeur de h jusqu'à l'infini : dans toute celle étendue, 

^J>' sera maximum. Il pourra arriver qu'entre celle li- 
mite inférieure de Je, et une autre valeur plus pelile, la 
première partie de (3) soil tantôt supérieure, tantôt iuic- 
riciire à la seconde; entre ces limites, il n'y aura ni maxi- 
Mais ce qui est très-remarquable, c'est que, dans tous les 
cas, et lors même que^Prcosfl n'a pas le même signe pour 
tous les déplacements virtuels, im peut donner au rapport A, 
et, par suite, aux longueurs /', p', . . . , des valeurs assc* 
voisines de zéro, pour que la première partie de (3) soit 
incomparablement plus petite que ^jV* ; d'où il résulte 

que ^P* sera minimum, puisque son accroissement sera 
toujours positif. Cette dernière proposition est due à 
.M. Gauss; elle n'est qu'un cas particulier d'un théorème 
que cet illustre géomètre a donné dans le cas d'un dépla- 
cement quelconque : c'est celui où l'on supposerait qu'il se 
réduirait à ïéro. On peut dire aussi que ce théorème est 
renfermé dans la proposition précédente, en vertu du prin- 
cipe de d'Alembert, dont nous parlerons plus tard. 

Il est bon de remarquer que ce n'est pas seulement dans 

le voisinage de k= o, que sera nécessairement uu mi- 

nimum ; il en sera ainsi depuis celle limite jusqu'à une cer- 
taine valeur finie de A, pour laquelle la première partie 
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de $ 2''* cessei ' :l J'^ lre inférieure à la seconde, pour tous 
les déplacements virtuels. 

On peut observer encore que lorsque, pour une valeur 

de A, 2p' SCL ' a maximum, il suffirait de porter les quantités 
p dans le sens opposé, pour que^/"* devint minimum : car 
alors cosf changerait de signe sans changer de valeur, et les 
deux parties de seraient positives. Il y aurait donc 

minimum en considérant ecltc même valeur de k avec lesjs- 
tème des forces égales et contraires aux premières, et qui 
seront en équilibre en vertu du principe des vitesses vir- 
tuelles. 

111. Nous avous fait connaître, dans ee qui précède, les 
conditions d'équilibre d'un système quelconque de points 
assujettis à des liaisons arbitraire» rigoureusement définies, 
et sollicitées par des forces quelconques; nous avons vu 
comment les équations qui déterminent l'équilibre, et dont 
la forme doit nécessairement dépendre du mode de liaison 
des points, peuvent être renfermées dans une seule for- 
mule générale qui permet dans chaque cas de former les 
équations particulières qui s'y rapportent, au moyen de 
simples calculs dont la marche est complètement déter- 

Aprés avoir ainsi établi les principes généraux de celle 
partie importante de la science des forces, qui traite de 
leur équilibre, il nous reste à établir ceux qui se rappor- 
tent aux déplacements qu'elles peuvent produire. Mais 
avant d'entamer cette partie beaucoup plus difficile de la 
science, nous croyons convenable d'appliquer à quelques 
questions particulières les théories de la première. Nous 
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les choisirons de manière à ce qu'elles offrent quelque 
tililité soit dans la pratique, soit dans les théories qui 
doivent suivre, et que lexécutioii tics opérations indiquées 
par la théorie offre un nouvel exemple de l'emploi si mile 
des eonsi dérations infinitésimales. 
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APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES AUX FORCIS 
PARALLÈLES PRODUITES PAR LA PESANTEUR. 



115. L'expérience montre que lous les liquides, dans 
l'état de repos, oot leur surface extérieure plane, pourvu 
qu'elle ail une étendue assez Grande pour qui- Ij légère 
déformation, qui a lieu au contact des corps solides qui en 
forment les bord*, puisse ètic négligée. Les plans qui Ur- 
niinetil les liquides irn repus dans un mfmr lieu sont pa- 
rallèles; ils ne seraient ini linés les uns sur les autres que 
si leur distance devenait considérable. Nous supposerons 
dans tout ce qui ta suivre que le parallélisme soit parlait. 

Nous leur donnerons la dénomination Je /'/uni horizon- 
taux, et les droites perpendiculaires à ces plans s'appelle- 
ront des verticales; elles auront donc toutes une même 
direction, qu'on appellera la verticale du Heu. 

Cela posé, l'observation de tous les instants fait voir 
que tous les corps abandonnés à eux-mêmes sans aucune 
impulsion, tombent suivant la verticale, quand on peut les 
garantir de toute déviation produite par l'air environnant. 
S'ils sont retenus, ils exercent sur l'obstacle une pression 
verticale- Si, par exemple, «n corps est suspendu par un 
(il, ce lil prend uue direction verticale, et si l'on rompt ce 
fil, sans donner aucune impulsion initiale au corps, il 
tombe suivant le prolongement de cette droite. De plus, 
tant que ce corps est soutenu, le fil est tendu sans inter- 
ruption: et l'expérience montre que cette tension est 
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On peut donc admettre que Ions les corps sont sollicités 
par une force dirigée suivant la verticale, cl vers l'intérieur 

qui restent en repos. Nous verrons plus lard que cette 
intensité est la mime encore penJant le déplacement. La 
cause île ces phénomène! se nomme pesanteur ou gra- 
vité. La surface de la terre, ou mieux de la mer, étant 
à peu prés sphérique, la perpendiculaire à la surface des 
eaux tranquilles passe sensiblement par le centre Je la 
terre; et change, par conséquent, de direction avec la posi- 
tion de la surface; son intensité cliaii^c quand on s'éloigne 
ou qu'on s'approche du centre, et dans le même rapport 
pour tous les corps. 

Mais ces variations ne sont pas sensibles dans une petite 
étendue; et Ton peut regarder les verticales comme paral- 

considère des points peu éloignés les uns des autres, rela- 
tivement au rayon de la terre. C'est ce qu'il a été facile 
d'établir par des expériences précises. 

Au reste, c'est indépendamment de toute notion sur la 
figure de la terre, que l'on constate, par l'expérience, le 
parallélisme des verticales cl la constance de la pesanteur 
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corps ; et nous en verrons une confirmation complète dans 
leur chute suivant la verticale. 

En appliquant la théorie des forces parallèles à celles qui 
proviennent de la pesanteur, on reconnail d'abord qu'elles 
ont une résultante qui leur est parallèle, et est égale à leur 
somme; on l'appelle le poids du corps. 

En second lieu, celte résultante a son point d'application 
indépendant de la direction des forces relativement au 
corps. C'est le contre des forces parallèles produites par la 
gravité. On lui donne le nom de centre de gravité. 

116. Lorsque la matière qui compose le corps est homo- 

iU: dr\i\ nu ps lioinoixm's il ilirronle, le poids csl généra- 
lement différent pour des volumes égaux. On appelle poids 
spécifique d'une substance liomogène le poids de l'unité de 
volume, ou, ce qui est la même chose, le rapport du poids 
d'un volume quelconque de cette substance à ce volume 
même. Dans les Tables que l'on a formées, on rapporte ces 
poids spécifiques à celui de l'eau distillée, prise à la tempé- 
rature où sa densité est la plus grande, et qui est d'environ 
4 degrés au-dessus de zéro: quant aux autres corps, on les 
suppose pris à la température zéro. Les moyens employés 
pour la formation de ces Tables se rapportent à la phy- 
sique, et nous ne nous en occuperons pas. 

Le poids qu'on a choisi pour terme de comparaison est 
celui d'un centimètre cube d'eau distillée, prise au maxi- 
mum de densité, et considéré à l'Observatoire de Paris; on 
le nomme gramme. Les nombres renfermés dans la Table 
des poids spécifiques expriment donc le nombre de grammes 
que pèse un centimètre cube de ces substances, prises à la 
température zéro. 

117. Si le corps n'est pas homogène, le poids ne sera 
plus proportionnel au volume. Pour se faire une idée nette 
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de ce que l'on doit entendre par poids spécifique d'une sub- 
stance eu un point donné, on en considérera une portion 
infiniment petite eu tous sens, dont ce point fera partie, et 
l'on prendra le rapport de son poids à son volume; on aura 
ainsi son poids spécifique moyen; lorsque ce volume tendra 
vers zéro, le rapport tendra généralement vers une limite, 
que nous appellerons poids spécifique de la substance en 
ce point. Si la nature de cette substance change d'une ma- 
nière continue, le poids spécifique sera une fonction con- 
tinue des coordonnées des différents points; et si celte fonc- 
tion est donnée, ainsi que la figure du c orps, on peut encore 
se proposer d'en déterminer le centre de gravite. On voit, 
d'après cette définition, qu'un volume infiniment petit du 
corps aura un poids qui ne différera que d'une quantité 
infiniment petite, par rapport à lui-même, du produit de 
ce volume par le poids spécifique relatif à l'un quelconque 
de ses points. Cette quantité pouvant être négligée sans 
erreur dans les résultats des questions qui ne dépendent 
que des'limites des sommes ou des rapports, il s'ensuit que 
le poids spécifique, tel que nous l'avons défini, joue abso- 
lument le même rôle dans le cas des corps Don liomngêncs 
que le poids spécifique défini d'abord dans les corps homo- 
gènes; seulement, il ne faut l'appliquer qu'à des volumes 
infiniment petits dans tous les sens. 

H8. Quoique les surfaces et les lignes ne puissent avoir 
de poids, puisqu'elles ne sont que des limites d'étendue et 
ne renferment aucune partie matérielle, on les considère 
néanmoins comme ayant un centre de gravité. On suppose 

qui, dans le cas de l'homogénéité, donnent des résultantes 
égales pour des parties équivalentes; et l'on donne l'inten- 
sité de cette force pour l'unité de surface ou de longueur. 
Eu partant de celle hypothèse, et considérant toujours les 
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surfaces et les lignes comme on le fait dans la géométrie, 
il n'y a rien que de clair dans la recherche du centre de 
ces forces parallèles, qu'on nomme, par analogie, centre 
de gravité. 

Si les résultantes n'étaient pas égales pour des aires équi- 

et on prendrait le rapport de la résultante de cette portion 
à sou aire. La limite de ce rapport sera déterminée, el nous 
lui donnerons, par analogie, le nom de poids spécifique de 
la surface en ce /loint; ce poids spécifique sera une fonc- 
tion connue des coordonnées des points de la surface, el le 
centre des forces parallèles, que l'on désignera encore sous 
le nom de centre de gravite, sera entièrement déterminé. 

Les mêmes considérations s'appliquent au cas d'une ligue 
dans laquelle des arcs égaux ne donneraient pas des résul- 
tantes égales. 

H9. Les corps sont réellement composés de parties très- 
petites, séparées les unes des autres; mais il n'y a aucun 
inconvénient 11 les supposer formés d'une matière conti- 
nue; car cela ne produira d'autre effet que de changer de 
quantités insensibles les points d'application des forces, et 
il n'en peut résulter aucune erreur appréciable dans les 
résultats. 

Lorsque l'on connaît les poids et les centres de gravité 
de corps en nombre- fini, le théorème des moments donne 
immédiatement la position du centre de gravité du sys- 
tème. Si l'on désigne par P un quelconque des poids, 

par x lt ¥n -i celles du centre de gravité du système, on 

_ EPj _ IPj _ EPs 

x,— ip ' r '~~ïF' ''~ zb' 
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i20. Lorsqu'un corps de nature quelconque est infini- 
ment petit dans tous les sens, son centre de gravi (ê est à 
une distance infiniment petite d'un quelconque des points 
de ce corps; car, si l'on compose successivement toutes 
les forces, en partant d'un point quelconque du corps, les 
points d'application des résultantes successives étaut tou- 
jours compris entre les deux points d'.-ippliealîon des forces 
que l'on compose, resteront constamment à une distance 
infiniment petite de tous les points du corps. Cette simple 
observation permet de ramener au calcul la détermination 
des centres de gravité des corps, sans aucune recherche 
préalable. Il suffira, pour cela, de les décomposer en élé- 
ments infiniment petits dans tous les sens, parce qu'alors 
on pourra prendre pour centre de gravité de ces éléments 
un point quelconque de leur surface ou de leur intérieur, 
ou même en dehors, et à une distance infiniment petite; 
car on n'altérera qu'infiniment peu les coordonnées du 
centre de gravité de chacun de ces éléments, et, par con- 
séquent, son moment ne sera en erreur que d'une quan- 
tité infiniment petite par rapport à lui-même. Donc la 
limite de la somme des moments ne sera pas altérée, et l'on 
peut établir cette proposition générale : 

Le produit du poids d'un corps par la distance de son 
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centre de gravité à un plan quelconque, est égal à la 
limite île la somme des produits des poids de chacun de 
ses éléments infiniment petits en tous sens, par les dis- 
tances d'un que/conque des points de ces éléments res- 
pectifs, ou d'autres points 'infiniment raisins, à ce même 

Si !e corps est homogène, le poids d'une quelconque de 
ses parties est égal à son volume multiplié par le poids spé- 
cifique, de la suhstanec; mais, s'il ne Test pas, le poids d'un 
élément sera égal à sou volume multiplié par un poids 
spécifique moyen, qui ne différera que d'une quantité infi- 
niment petite (tu poids spécifique de la suhslance en un 
quelconque des points de cet élément. Ainsi, dans ce eas, 
on multipliera le volume infiniment petit de t' élément par 
le poids spécifique relatif à l'un quelconque de ses points, 

duil a/poids réel de l'élément, il n'eu résultera aucune 
erreur dans la limite de la somme des poids, et de leurs 

Ces propositions peuvent facilement être exprimées par 
des formules infinitésimales. 

Désignons par /> la fonction de oc, y, z qui représente le 
poids spécifique en un point quelconque du corps; par P 
son poids total et par x„ y,, z t les coordonnées de son 
centre de gravité; on aura, pour déterminer ces quatre 
quantités, les équations suivantes : 
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Les trois dernièrrs s'oluU-micnt en prenant les moments 
de tous les éléments ilu corps par rapport aux trois plana 
coordonnés rectangulaires. 

Les intégrations doivent être faites dans toute l'étendue 
du corps. Elles se simplifient beaucoup lorsque le corps 
est homogène, p n'étant plus alors qu'un facteur constant. 

Si les points étaient déterminés par des coordonnées 
polaires r, 0, if, on prendrait toujours les moments par 
rapport aux trois plans coordonnés, et on déterminerait 
encore les coordonnées rectangulaires y,, s t du centre 
de gravité; on pourrait ensuite en déduire ses coordonnées 
polaires r„ 0,,^,. 

Les quatre équations pcétédimles seraient remplacées 
par celles-ci 



Les intégrations s'effectueront dans toule l'étendue du corps 
suivant h's rirglt:;; données dans le calcul intégral. 

On obtiendrait scmblablement les formules relatives aux 
centres de gravité des surfaces et des lignes. Pour ces dé- 
tails et les applications particulières nous renverrons aux 
traités spéciaux. 

OlVEnSÊS PROPRIÉTÉS nES CEKTtlES DF. GRAVITÉ. 

121. Propriété de maximum et d,: minimum. — Pour 
porte, il faut définir avec précision ce que l'on entend par 
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le centre- de gravité d'un système dont la forme est va- 
riable. 

Les règles que nous avons données pour lu composition 
des forces, supposent que les points auxquels elles sont ap- 
pliquées sont liés invariablement entre eux ; elles ne s'ap- 
pliqueraient pas s'il en était autrement, et des forces 
parallèles appliquées n un système min rigide ne donne- 
raient h\ résultante, ni centre des forces; la pesanteur ne 
donnerait donc pas lieu à la considération d'un centre de 
gravité pour un pareil système, et une seule force no pour- 
rait pas rcmplarcr les forces données. 

Néanmoins, eu considérant que des propositions impor- 
tantes qui s'expriment très-simplement au moyen du centre 

compliqué dans il cas d'un système variable, tandis que, 
par une légère extension de définition, un seul énoncé suf- 

ressonir tant de fois, et l'on a donné la définition suivante 
du centre de gravité : 11 Le centre de gravité d'un système 
» rigide pesant, est le point d'application de l.i résultante 
» des forces produites par la pesanteur; et, lorsque le sys- 
« lèmc est variable, c'est le point qui serait le centre de 
n gravité ainsi conçu, si a l'instant que l'on considère le 
r. système devenait rigide, avec les positions relatives 
» qu'ont alors Ions ses points. » 

122. Cela posé, considérons un système quelconque de 
corps pesants liés-cnlre eux d'une manière quelconque; 
prenons l'axe des z vertical, en sens contraire de la pesan- 
teur : désignons par p le poids spécifique en «n point 
quelconque et par dv l'élément de volume. Lés trois com- 
posantes de la force appliquée à rlv auront pour valeurs 
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et le principe des vitesses virtuelles donnera Sz — o, 

ou 

^jtdrlt = o, 

3z étant l'accrois se m mit que io déplace m eut virluel du 
système fait prendre au z d'un point de l'élément infini- 
ment petit dont le poids est pdv. 

Or pdv ùz est l' accroissement que subit le produit zpdv 
par ce déplacement, et par conséquent ^ pc/i'pj est l'ac- 
croissetnent que prendra ^zpdv. L'équation précédente ■ 
devient donc 

Mats si l'on désigne par P le poids total du système et 
par s, le z du centre de gravité, on aura 

2 V *= p=„ 

et, par suite, 

JP ;i _o, 

ou simplement 

h, = o. 

Les variations designées par 3 se rapportent à tous les 
déplacements virtuels des points du système, compatibles 
avec leurs liaisons entendues avec la généralité que com- 
porte le principe des vitesses virtuelles; el z, est l'ordonnée 
du centre de gravité entendu comme nous l'avons indiqué 
précédemment. 

On peut donc dire qu'en général z, est maximum ou 
minimum; ce qui donne celte proposition remarquable : 

Lorsqu'un système de points pesants, assujettis à des 
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liaisons quelconques est en équilibre, son centre île gra- 
vité est généralement le plut liiiul ou le plus bas possible. 

123. Autres propriétés. — Soit un nombre quelconque 
de corps ayant respectivement pour poids p, p\ p*',... et dont 
les centres de gravité respi ciifs soient distants du centre de 
gravité de leur syslème, de quantités p, p', p",. . . ; prenons 
ce centre pour le point de rencontre de trois axes rectangu- 
laires avec lesquels les lignes p, p', p", . . . font les angles a, 
5, y, a 1 , S', Le théorème des moments donnera, rela- 

tivement aux [rois plans coordonnés, 

f coi a — o, ^^pcosS = o, coi 1 — ° m 

Donc il y aurait équilibre entre îles forces appliquées à 
un point situé à l'origine, c'est-à-dire au centre de gravité 
du système, dirigées suivant les droites p, p', . . . , et pro- 
portionnelles aux produits /le, p'p'. La réciproque est 

Si les poids p, p',... sont égaux, les forces sont propor- 
tionnelles aux distances du centre de gravite du système, 
aux centres du gravilé des poids égaux qui le composent. 

12i. Si maintenant on ajoute les carrés des premiers 
membres des équations (t), on obtientj en désignant par pp' 
l'angle des deux rayons p et p'. 

Mais p* + p" — app'cospp' = r', r étant la distance des 
centres de gravilé des corps p, p'; donc 

2>v+2>"V+ f "-"i=°. 

Tous les termes qui renferment p' ont pour expression 
p[P[p + p' + p" + ...), et Ton en trouverait de scni- 
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bîables pour p", p'", ... ; de sorte qu'en posant 
p+fr -f p'4-,.. = V, 

on aura 

t^p? =!,<■"''•■ 

Si tous les poids sont égaux et en nombre m, on a 

Cette dernière proposition est un cas particulier de la 
suivante, où l'on suppose que l'origine des coordonnées est 
un point quelconque de l'espace. Le théorème des mo- 
ments donne alors, en représentant par R la droite menée 
de l'origine au centre de gravité du système ; par a, o, c 
les angles qu'elle fait avec les axes; par p, p', . . . les dis- 
tances de l'origine aux eenlresde gravité des corps/?, p',... , 
et par a, 6, y, a', S', les angles que ces droites for- 

ment avec les axes, 

PB. cosn =^/J[)C03a, 

PB. eosi — ^/'prosÊ, 

PR cose =^/jpcwy, 

d'où, en ajoutant les carrés des membres de ces équations, 
et observant que les seconds membres sont les mêmes que 
dans le cas précédent, 

fii- = p2>,.-2>v. 

De cette équation on conclut que si la distance R du 
centre de gravité d'un système à un point fixe quelconque 
restant constante, ce système invariable de forme se dé- 
place d'une manière quelconque, la somme des produits 
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des poids par les cariés des distances île leurs centres de 
gravité à ce point fixe, sera constante. 

En effet, R étant constant ainsi que les distances dési- 
gnées par r, il en résulte que ^PP* csl constant. 

On voit encore que ^pp' est le plus petit possible quand 
R = o, et par conséquent le centre de gravité d'un système 
jouit de celte propriété, que la somme des produits des 
poids parles carrés des distances de leurs centres de gra- 
vité respectifs à ce point est. un minimum. 

THÉORÈME DE CULDtK. 

125. Le volume V, engendré par la surface plane com- 
prise entre deux courbes dont les ordonnées sontr, Y. et 
deux parallèles à l'axe des y, correspondantes anx abscisses 
x t , X, a pour expression 

T-.j(V_,«*. 

Mais l'ordonnée y, du centre de gravite de la surface en 
question, dont nous désignerons l'aire par A, est donnée 
par l'équation 

donc 

V = airy,À, 

et, par conséquent, le -volume engendre par une aire 
plane, tournant autour d'un axe situé dans son plan, est 
égal au produit de cette aire par la circonférence décrite 
par son centre de gravité. 

126. La surface A, engendrée par la révolution d'un 
arc de courbe plane, tournant autour d'un axe situé dans 
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son plan, a pour expression 

Mais l'ordonnée j, du rentre de gravité de l'arc s est don- 
née par l'équation 




et, par conséquent, l'aire, engendrée par un arc de courbe 
plane, tournant autour d'un axe silné dans son pion, est 
égale à cet arc multiplié par la circonférence décrite par 
son centre de gravité. Ces deux propositions constituent 
ce que l'on appelle le théorème de Gnldin. 

Les aires ou les volumes décrits dans nue partie quel- 
conque de la révolution, étant proportionnels à l'angle 
dont la figure a tourné, il s'ensuit que, pour en avoir la 
mesure, il faudra prendre l'arc décrit par le centre de gra- 

Ex tension de ce théorème. — Si une surface plane tourne 
successivement autour de plusieurs axes, le volume engen- 
dré s'obtiendra en multipliant son aire par la somme des 
arcs parcourus par son centre de gravité. Celte proposition, 
étant indépendante de la distance des axes, a lieu encore 
quand ils se succèdent à des distances infiniment petites, 
pourvu qu'ils soient toujours dans le plan de la surface 
mobile ; et, dans ce cas, deux axes consécutifs peuvent être 
parallèles ou se rencontrer. 

Par exemple, si l'on suppose une courbe plane, et que la 
surfaee génératrice se meuve de manière que son plan soit 

mouvements parallèles au plan de la courbe directrice, on 



peut regarder un pareil mouvement comme produit par )c 
développement du pUn de l'.iii r ^riiL-i .ili ici?, qui sciait en- 
roulé sur le cylindre qui aurait pour base la développée de 

autour d'axes perpendiculaire- .m plan fit; la directrice, et 
qui tendraient indéfiniment vers les arêtes du cylindre en 
question. 

Si, pour plus de généralité, on considère une courbe à 
double courbure décrite par un point constant du plan de 
la surface génératrice, auquel elle soit encore constamment 
normale, et que l'on prenne pour axes successifs les per- 
pendiculaires aux plans oscul.iteurs menées par les centres 
de courbure de la directrice, on pourra encore appliquer la 
mfime proposition; car, quoique ces axes successifs ne se 
coupent réellement pas, on peut, en ne considérant que 
les limites, négliger l'erreur qui en résulterait, parce que 
leur distance est une quantité infiniment petite d'un ordre 
supérieur au premier. 

Ou peut se représenter ce mouvement, en supposant que 
le plan de la surface génératrice soit enroulé sur la surface 
polaire de la directrice, qui est le lieu des axes autour des- 
quels s' exécutent les mouvements successifs. Si l'on déroule 
ensuite ce plan sans glissement, il sera constamment nor- 
mal à la directrice, cl sera ioujours renconlré par elle au 
m&me point. Par cette suite de rotations infiniment petites, 
la surface donnée engendrera un volume égal au produit 
de son aire par la courbe décrite par son centre de gra\ ilé. 
Pour que ce tbéorcme ne subisse aucune modification, il 
faut supposer que la surface génératrice ne vienne jamais 
couper les axes de rotation successifs. 

127. Nous avons donné précédemment les équations 
d'équilibre d'un fil sollicité en tous ses points par des forces 
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quelconques; le calcul en est très-simple dans le cas où 
toutes ces forces sont produites par la pesanteur. 

D'abord puisqu'elles sont toutes parallèles, tous les points 
du fil seront dans un plan parallèle aux forces, et par con- 
séquent vertical. Il suffira donc de prendre deux axes de 
coordonnées dans ce plan. 

i " Supposons en premier lieu le fil homogène ; désignons 
par : le poids de l'unité de longueur; prenons l'axe des x 
horizontal, et Vaxe des y vertical dans le sens contraire à 
la pesanteur; on aura 

X = o, Y — — i, 



et les équations générales se réduiront à 




La première montre que la composante horizontale de 
la tension est constante. 

La dernière s'intégrera facilement en commençant par 
la diuerenlicr pour éliminer l. Les calculs n'offriront au- 
cune difficulté, et nous nous dispenserons de les effectuer. 
Ils introduiront quatre constantes indéterminées dont il 
faudra trouver les valeurs d'après les données nécessaires 
de la question. Ces données seront les positions des deux 
points extrêmes, la longueur du fil et le point à partir du- 
quel ou compte les arcs s. Nous renvoyons pour ces détails 

La courbe qu'affecte le Cl eu équilibre, cl qu'on nomme 
c/i<jlVi«(e, jouitdc propriétés très-curieuses, pour lesquelles 
nous renvoyons aux mêmes Traités, 

Supposons maintenant que le poids ne soit pas propor- 
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tionnel à la longueur du fil, mais à sa projection horizon- 
tale, ce qui est à peu près te cas dus ponts suspendus. 

Appelant e lu poids du fd pour une projection égale à 
l'unité, les équations d'équilibre seront 

<('ï)- 

La composante horizontale de la tension sera encore 
constante, et In courbe du fil en équilibre sera une para- 
bole. 

Dans les ponts suspendus les forces ne sont pas réparties 
sur toute l'étendue de la chaîne, mais sont appliquées à 
un nombre fini de points dont les projections horizontales 
sont équidistantes. En faisant abstraction du poids de la 
chaîne, qui est Irès-pelit par rapport à celui qu'elle sou- 
tient, on trouve que les sommets du. polygone qu'elle 
forme quand l'équilibre est établi, sont situés sur une 
même parabole. 



CHAPITRE IX 



APPLICATION DE LA I ^IMPOSITION IH'S : "P.' l > l oNT.Oi rUNTES 
A L'ATTRACTION DES CORPS. 



128. Des phénomènes qui se produisent journellement 

à l.i surface de la terre, oui montré que, dans certaines cir- 
constances, il s établit filtre des corps une force qui tend 
à les rapprocher ou à les éloigner les uns des autres, Les 
changements de position relative des corps célestes ont 
conduit, comme nous le ven ons plus lard, à admettre une 
tendance mutuelle de toutes les parties de la matière les 
unes vers les autres; celle force attractive, entre deux 
molécules infiniment petites, est dirigée suivant la droile 
qui les joint et égale pour les deux; de sorte que si celle 
droile devenait rigide, il y aurait équilibre entre les deux 
forces. 

Sans entrer dans aucun détail à cet égard, ou compren- 
dra l'intérêt qu'il peut y avoir à calculer les résultantes 
des attractions ou répulsions exercées par des corps con- 
tinus les uns sur les autres, quand on connaît la loi de 
cette attraction entre deux molécules infiniment petites 

Ca-u box nio». ici pou,- oJjM d» f.in m- 
nhnunla lu propo.ùio». rel.ri.n à l'..,ra.,io», qui 
pou n ont elle utiles plus tard dans l'élude des phénomènes 
célestes, mais seulement de donner une application "inté- 
ressante de la composition des forces concourantes, nous 
nous bornerons au calcul de la résultante des attractions 
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exercées par tous les points d'un corps continu tic forme 
quelconque, sur un point matériel dont la position est 
donnée. 

Nous supposerons qu'une même particule du corps 

distance au point attire, mais encore avec la position de 
cette particule dans le corps. Désisjnniis par r celle dis- 
tance, par F(r) la fonction de cette distance, à laquelle 
l'action est proportionnelle, cl par p une fonction des 
coordonnées d'un point quelconque de la particule, à la- 
quelle- cet le action cal emorr [iropoi Liorutcl le, et qu i dépend 
de la qualité de la matière qui lomposc le corps en iliaque 
point. Cette fonction p doit être conçue comme nous l'a» mis 
expliqué pour le poids spécifique en chaque point d'un 
corps non homogène. Elle peut représenter le poids spé- 
cilîque, ou une quantité qui lui soi. proportionnelle, ou 
toute autre; elle se .apporte i l'unité de «olumc, cl doit 
Cire par conséquent multipliée par le volume de la parti- 
cule, pour ( iprïmi r l'action de celle dernière. De même 
la molécule adirée peut être une particule d'un autre coeps, 
pour lequel la fonction analogue aurait la valeur f/, au 
point où se trouve cette particule; de sorte que l'action 
mutuelle de deux particules sera exprimée par 

d\- et nV ctaul les volumes des deux particules. 

Nous représenterons par fi le produit constant (îdv\ par 
x, J, a les coordonnées d'un point de l'élément dp, par a, 
Ë, y celles d'un point de l'élément <h'\ l'action du premier 
sur le second sera dirigée suivant la droite qui les joindra, 

Les composantes de celle action parallèlement aux trois 
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axes rte (angulaires, seront 



ftp' — - - F{r)d*djdi, 

posantes. Elles sont positives lorsque les composantes sont 
dirigées dans le sens des axes positifs, et négatives dans le 
cas contraire; la somme algébrique des expressions qui se 
rapportent à uu même axe, étendue au corps entier, don- 
nera donc par sa valeur et son signe la grandeur et le sens 
de la composanle, parallèlement à cet axe, de l'action du 
corps entier sur le point donné. Si donc nous désignons 
par X,Y, Z les trois composantes de cette action totale, 
nous aurons, en prenant les intégrales dans toute l'étendue 
du corps, 

X = lt fff ? F ^ d ^ dt - 
et l'on aura . 

Il suffirait de les changer de signe pour passer au cas de la 
répulsion. 

Ces intégrales, qui s'étendent au volume entier du corps, 
peuvent se réduire à une seule. En effet, en différentiant 



partiellement r par rapport à a, S, '/, on obtient 



Soit maintenant ç (r) une fonction dont h 
rapport à r, soit F (r) ; posons 
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et différentions les deux membres de cette équation par 
rapport à a, S, y\ il suffira de différeutier sous le signe ^ 
si f (>■) ne passe pas par l'infini, et l'on trouvera ainsi les 



formules suivantes : 

<fU rlU dV 

*=-'-.• z = -'^' 

Tout dépend donc de la seule intégrale U. 

Il est bon de remarquer que si, dans le cas, par exemple, 
d'un solide indéfini, l'intégrale U prenait une valeur in- 
finie, tuais que les dérivées partielles désignées par ■ — > 
~ fussent finies, les valeurs précédentes de X, ï, Z, 
n'en seraient pas moins exactes. En effet, prenons d'abord 
une portion finie du solide ; les composantes de son attrac- 
tion auront pour valeurs les produits de — fi par les déri- 
vées partielles de la fonction finie U. Supposons mainte- 
nant que l'on éleude indéfiniment la partie considérée du 
solide, les composantes de l'action seront toujours 

_ rfU _ _ dV 

11 dx' * dS' ** rfy' 

que U croisse ou non sans limite. Donc, si ces trois expres- 
sions ont des limites, ce sont les composantes de l'attrac- 



tion du solide indéfini. El, si elles croissent indéfiniment, 
on en conclura que l'attraction croit sans limite à mesure 
que l'on considère une plus grande partie du corps; c'est 
ce que l'un exprime en disant que l'attraction du solide est 
infinie. 

Ainsi, il suilira toujours de connaître les dérivés qui 
entrent dans l'expression des composantes X, Y, Z, sans 
s'inquiéter si la fonction U elle-uifime est G nie ou infinie. 

lalogue si U étak infini, 



120. Dans le cas où l'attraction est en r 
carré de la distance, 

„,,=/, „„=_f 

et faisant, dans ce eas, 



It =f / E' *=»'ar z =^nr,- 

Si le point attiré fait partie du corps, la fonction f[r) 
passe par l'infini; mais ces formules subsistent toujours. 
F.n effet, elles n'offrent aurnuc difficulté, si on les applique 
à tout le rorps, moins une spliére infiniment prlitc qui 
renferme le point attiré. Or V a une limite, quand cette 
spbâro tend vers zê.o; car l'élément de volume exprimé 



et qu on intégre dans 1 étendue de la spbc.c de 
aiment petit, ou aura une quantité inliniinen 
second ordre. H suit de laque la fonction V, 
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port aux indéterminées a, S, y lu sont aussi. On voit de 
môme que X, Y, Z ont aussi des limites; d'ailleurs, quand 
les deux membres d'une équation oui des limites, ces limites 
sont égales : donc les formules qui donnent X, Y, Z sont 
eneore exactes quand ou considère le corps entier dont le 
point fait partie. 

130. L'attraction sur le point {a, 6, y), estimée suivant 
la direction du rayon vecteur r mené de l'origine à ce 
point, a pour expression 

X-+Y- + Z? = - 



/'IV a rfU S 
I ~di r + ~dë r 



lordonnées comme fonction de r et de deux angles 0, 

dV _ » rfU î dV 7 
rfr ili r ifc r ily r 

i observant que les dérivées partielles de a, S, y par rap- 



port à r sont respectivement -■ 
Donc la composante de l'atti 



? 1. 



leur est — fi — ■ les deux autres composantes elanl sup- 
posées dans le plan perpendiculaire à ce rayon. Dans le vas 
de FM = L, otltt Jc.icu fj'" r - 

Application à la sphère. — Pour donner une applica- 
tion de ces formules dans le cas deF(r) = ~, considérons 
une splièrc creuse pour laquelle p soit une fonction quel- 
conque de la distance au rentre. Prenons pour axe des x 
la droite qui joint le centre O au point attiré P, cl qui est 
évidemment la direction de la résultante des attractions. 
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Désignons par a et A [fig. 16) les rayons des deux surfaces 
qui terminent le solide, par u le rayon intérieur d'une 



Fi E . 16. 




couche sphérique ayant pour épaisseur du, et par B l'angle 
d'un rayon quelconque ON, égal à u, avec l'axe des x, OP. 
La valeur de V aura pour expression 

L'intégration par rapport à Q étant effectuée entre o et n, 
donnera la partie de V correspondante à la couche dont 
l'épaisseur est du; en intégrant ensuite le résultat par rap- 
port à u entre les limites m et A, on aura la valeur totale 
de V. Or on a 

r'= a' — îbh cos8 -f- a*; 
d'où, en observant que u est constant, 
rdr = ma sindi/6, 

et, par suite, 

V= — j'fitdudr. 
Quant aux limites de r correspondantes à6 = oetfl = ir, 



CHÀPITKE IX. Ij5 

il faut distinguer le cas où le point attiré est extérieur au 
solide, de celui où il est intérieur. 

i° Si le point attiré est extérieur au solide, on aura 
a> A, et, par conséquent, a> u pour toutes les couches 
que l'on a à considérer. On a alors 

Jdr = ?a et V—^-J pu> da. 
4n J f U'du = M, 

on aura 

v=ï, „ x=-t£. 

L'attraction est donc la même que si toute la matière 
du corps était réunie à son centre. 

n° Si le point attiré est dans l'intérieur de la plus petite 
surface, on a a <«, et, par conséquent, a <u dans toute 
l'étendue des valeurs de u. On a donc alors 

Jilr—.o.x et V = 4" Jpi'du. 

Celte quantité étant indépendante de st, ou aura 

— =o, et, par suite, X = o. 

On voit donc que, dans celle même loi d'attraction, le 

dans l'intérieur de sa plus petite surface. 

On conclut de là que l'action sur un point qui ferait 
partie du mùme solide, se réduirait à celle qu'exercerait la 
partie comprise entre la splière de rajon a et celle qui 
passerait par le point attiré. 11 faudrait donc supposer la 



matière qui compose celle partie, réunie an centre, cl 
agissant sur le point, suivant la loi donnée. 

S'il s'agit, par eveiiiplc, Je l'action d'une sphère pleine, 
homogène, sur un point de son intérieur, situé à une dis- 
tance a du centre, on devra prendre M = | tt^h'; et Pal- 
traction a pour valeur | npfua. Elle est donc directement 
proportionnelle à la distance au centre. 

ACT10B O'UBE COUCHE ELLIPTIQUE SUR US POIBT 
irlTÊMEUR. 

131. La proposition que nous avons démontrée relati- 
vement à l'action d'une couche sphérique sur un point 
intérieur, peut se démontrer géométriquement dans le cas 
plus général du solide compris entre deux ellipsoïdes sem- 
blables, ayant leurs axes coïncidents. 

En effet, supposons d'abord le solide homogène; soit 
M (J'g. 17) le point attiré. Considérons -le comme 




sommet d'une infinité d'angles solides, qui composent 
tout l'espace autour de lui, et cherchons la résultante de 
l'action des deux parties comprises dans un quelconque 
de ces angles et son opposé au sommet. Soit DCAB une 
des arêtes de cet angle; on aura Ali = CD, par la simi- 
litude des deux ellipsoïdes. Si nous désignons par u la 



mesure de l'angle solide, nous pourrons décomposer le 
solide AB en éléments dont les épaisseurs PQ formeront 
la droite Alî, et dont l'expression sera lar'dr; multipliant 
par on aura l'ai traction que cet élément exerce sur le 
point M; on trouve ainsi pfitwdr, cl la somme fl/ftw.AB 
exprimera l'attraction de la matière contenue dans AB. Ou 
trouvera de même g/pu.CD pour l'attraction de la ma- 
tière contenue dans la partie CD ; et comme les droites AB 
et CD sont égales, ces attractions seront égales, el, par 
conséquent, se détruiront. Donc, comme il en sera ainsi 
pour tous les angles solides autour de M, le solide homo- 
gène compris entre deux ellipsoïdes semblables quelcon- 
ques, n'exerce aucune attraction sur un point situé dans 
l'intérieur de sa plus petite surface. 

Cette proposition, étant indépendante de l'épaisseur, a , 
lieu aussi pour une couche infiniment mince. Donc elle est 
encore -vraie pour un solide d'une épaiiseur quelconque, 
composé de conclus httiiiogciics comprise* entre des ellip- 
soïdes semblables, et dont la nature -varie d'une manière 
quelconque de l'une à l'autre. 

132. Surfaces de niveau. — On appelle ainsi celles sur 
lesquelles un point matériel posé resterait eu équilibre sons 
t'influence des furies du système. 

Considérons donc un corps quelconque qui attire un 
point suivant une loi quelconque; on aura, d'après eu qui 

P i'=-,^. v=-,s, i=_,iï, 

pour que la résultante soit perpendiculaire à la surfacn 
sur laquelle le point peut se mouvoir, il [aul qu'on ait pour 
tous les déplacements sur celle surface, 

Xfte + YrfS-t-Zrfy—o, 
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1™„. + 45,^ „., = „. 

re qui prouve- que U est constant. L'équation des surfaces 
de niveau relatives à l'attraction ou à la répulsion du corps, 
est donc 

V — c, 

i désignant une constante arbitraire. 

Quand l'attraction csl en raison inverse du carré de la 
dislance, celte équation devient V = c. 

133. La fonction V jouit d'une propriété remarquable, 
nui esl d'une grande utilité pour la détermination de sa 
valeur. 

D'après la valeur de r, on a 




d'où l'on conclut 

rfii rfiJ. d'~ 

Mais, puisque l'on a V = j" Jj"~T' étant l'élément 
de volume, et que, pour dillémitier une intégrale par rap- 
port à des quantités considérées comme constantes dans 
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l'intégration, et qui n'entrent pas dans les limites de celte 
Intégrale, il siiflii de différentïer sous le signe^on aura 

S-fff'J+ 

pourvu, toutefois, que la fonction - ne devienne infinie 
pour aucune valeur comprise dans les limites de l'intégra- 
tion; car on sait que, dans ce cas, la différenlialion sous 
le signej"peut donner des résultais inexacts. 

Donc, si le point (a, S, 7) ne fait pas partie du corps 
attirant, ou aura 

rf'V d'V d'V 
( " ^ + ^ + 

Si le point fait partie du corps, on concevra une sphère 
infiniment petite, dans l'intérieur de laquelle il sera com- 
pris; la fonction V, considérée pour tout le reste du corps, 
satisfera à l'équation ci-dessus. 

sur ce point, qui est dans sou intérieur, seront doue rcs- 

-$«!/>[•-■). -!*K/>(S-»). - 5. rit VI-'), 



180 de l'équilime des F0T1CES. 

a, b, c étant les coordonnera du centre de la petite sphère; 
on aura donc, en appelant V la partie de V qui se rap- 
porte à cette splièrc, 

-'V 4 , , 

■^=-3-r(7- C ]i 

d'où 

tf'T' rf'V rf'V _ , 
rf*' rfï" rfy> ~~ 4lrpi 

et, par conséquent, 

rf'V rf'V rf'V , 

la valeur de p se rapportant au point attiré. 

Kous allons montrer, par quelques exemples très-simples, 
i équations (i) et (a) peuvent servir a déter- 



131. Application à la iphère. — La sphère étant sup- 
posé!: J urinée de coui lies liDiuiiiïi'-ncs, V sera luiiilion de la 
distance r (lu eenlre de la sphère au point attiré; la résul- 
tante de l'altraction sera dirigée suivant la droite qui joint 

ces deux points, cl représentée par pf — ■ 

L'équation r" = a' ■+- i' -f- y' donnera 
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et l'on aura, par suite, 



d'V _ 


J'V i 




dV 


,W ~ r' 




~dr ~ r > 


dr ' 


d'Y S' 


d'V i 


dV 6' 


,1V 




<fr'~ + r 


dr r' 


dr* 


d'V T ' 




dV ? 


rfV. 


d 7 ' r' 




dr r' 


dr'' 



et ajoutant ces trois dernières équations, on aura, en sup- 
posant d'abord le point hors do la sphère, 

d'V + a rfV _ o 

La fonclion V dépend donc alors d'une équation qui ne 
renferme pas Je différentiel lis parlielles. En la multipliant 

«par son premier membre devient la dérivée de r' ~ . 

On aura donc, en désignant par c une constante arbitraire, 

dv c_ 

dr — r'' 

Supposons d'abord que la sphère soit creuse et que le 
point soit dans l'intérieur de la plus petite surfare, dont 
nous désignerons le rayon par R,. L'attraction devant évi- 
demment Être nulle pour r = o, il tant qu'on ait 



Donc les composantes de l'attraction sont toujours nulles, 
et le point'esl en équilibre, quelque position qu'il occupe 
dans la partie vide de la sphère. 

Supposons, en second lieu, que le point fasse partie du 
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volume de la sphère, ou a 

d'V a dV 

p étant une fonction donnée de r. 

Multipliant par r' et intégrant à partir de R,, il vient 
en observant que ~ étant nul pour tous les points de l'in 
lérieur, l'est aussi à la limite R„ 



Désignant^* ^nr'prfr 



La valeur absolue de l'attraction sera donc tÛL. - ; ( .]] e cs t 

le même que si l'on réunissait au centre tous les éléments 
de matière compris entre les sphères de rayons R! et r. 

Si le point attiré est sur la surface extérieure ayant pour 
rayon R, on aura, eu désignant par M la somme relative 
à tous les éléments de la sphère creuse, 



et l'attraction exercée sur le point a 
R' 

Enfin, considérons un point exléri 
à-dire pour lequel on ail r>R, on 
premier cas, 



L'i 3 1 : jJ Lv Ci 



mais, à cause de la discontinu! té provenant de la ligure du 
corps, la constaDie c n'est pas assujettie à avoir la meme 
valeur tjue pour les points intérieurs. Pour la déterminer, 
on fera r = R, et Ton devra trouver, d'après le cas pro- 



a pour tous les points «lérîe 



clîon aura donc pour expression 

en conclut ce théorème : 

sphère creuse composée île coucl 
eues, exerce sur 1rs points extèri. 
te si toute sa nuiliirru -'-lait n'-uitic ■ 



i:l5. Application au cylindre indéfini. — Considérons 
maintenant un cylindre erciiN indéfini, composa de couclics 
homogènes dont la densité n'est fonction tjue de la distance 
à l'axe de ce cylindre, que nous prendrons pour axe des 

point où l'axe est coupé par un plan perpendiculaire, mené 
par le point attiré. Nous prendrons ce point de l'axe pour 
origine, et nous désignerons par r sa distance au point 
attiré; l'attraction ne dépendra que de r, et son expression 

-rfV 

Or, pour les points qui ne fout pas partie du cylindre, on 
aura, en observant que V est indépendant de y, 



i84 ne l'éqviubby des fokces. 

d'où 

.l'V i i/V 
Multipliant par r, on a 




d'où 

,1V r 

~d? ~~ V 

citant «nu constante arbitraire. 

Mais remarquons, comme dans le cas d'une sphère 

ta couche cylindrique étant séparés par ceux de celle cou- 
che, pour lesquels les circonstances sont difTércntes, il n'y 
a pas continuité eu passant des valeurs de r plus grandes 
que le ravon de la surface extérieure du cylindre, aux 
valeurs de r plus petites que le rayon de la surface inté- 

l'our les points de l'intérieur de cette surface, la valeur 
de c est invariable; or elle est évidemment nulle pour 
c = o; dont on a, pour tous les points de l'intérieur, 

D'où l'on conclut qu'un cylindre creux indéfini, composé 
de couches concentriques homogènes, n'exerce aucune 
action sur un point situé dans l'intérieur de sa surface 
interne. 

On démontrerait directement celte proposition de la 
même manière que pour l'ellipsoïde ereux. 

136. Cherchons maintenant la valeur de ~ pour les 



appartenant au cylindre -, pour ces points, < 
rf'V r 'IV , 



et l'on trouve par l'intégration, en désignant par Ri 
rayon (le la surface intérieure, 



Il n'y a pas de constante à ajouter, parue que '— est nul 
pourr = R,, puisqu'il l'est pour tous les points de l'inté- 
rieur dtt la surface dont le ravon est II,. En faisant r = H, 



Pour les points e 



Faisant r = R, on trouve, en vertu de l'équation préeé- 



les valeurs de plus grandes que R, 
rfV C 



et l'attraction du cylindre aura pour expression 

On voit qu'elle varie en raison inverse de la distance du 
point à l'aire du cylindre. 
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CHAPITRE X. 

A TTHACT10N DES ELLIPSOÏDES. 



137. Celle question est d'une si grandir importance et a 
été l'objet des efforts lie tant du géomètres éminents, que 
nous croyons devoir l'exposer avec quelque détail, ei bien 
montrer la suite des progrès qui en ont amené la solution 
au degré de simplicité auquel elle est parvenue. 

Nous commencerons par calculer l'attraction d'un ellip- 
soïde homogène sur un point matériel situé à sa surface. 

Attraction d'un ellipsoïde, homogène sur un point de 
sa surface, l'attraction étant en raison inverse du carré 
du la distance. 

Soil '-- + ■+■ \ =1 1 "équation de l'ellipsoïde; a, G, y 
les coordonnées du point attiré M ( fig. iS), on aura 



Passons à un système de coordonnées polaires au moyen 




Fl s . .8. 
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des formules 

i = a •(- rcosç, j =6 -t- /-cosn, s = 7 + rcosï, 
l'équation Je l'ellipsoïde deviendra 




Considérant un angle solide itw ayant sou somme! au 
jioinl M, et calculant l'action de la pyramide comprise dans 
cet angle, sur la matière de l'unité de volume concentrée 
au point M. on aura 

/■ ayant la valeur ci-dessus pour les valeurs de |, r,, Ç rela- 
tives à Mm, et /désignant l'attraclion de la matière de 
l'unité de volume sur une égale quantité, concentrées cha- 
cune en un seul point, et placées à une distance égale à 
l'unité. 

En décomposant cette force frdtù parallèlement aux 
axes, on aura 

frdaaa%, /rdarOSo, /rrf<»C<MÏ. 

Il ne reste [ilus qu'à faire la somme de ces expressions 
lorsque le rayon Mm prendra toutes les directions, du côté 
dn plan langent, où se Irouve l'ellipsoïde. Or, comme on 
n'aura que des produits de deux cosinus, les directions 
contraires donneraient les mêmes valeurs, el on pourra 
faire les sommes pour toutes les directions autour de M, 
puis eu prendre la moitié. 

Le numérateur de chacune des composantes à intégrer 
renfermera trois termes, dont l'un contiendra le carré d'un 
cosinus, et les deux autres des produits de cosinus diffé- 



les carres se détruisent deux à deux; de sorte que les com- 
posâmes X, Y, Z de l'action totale de l'ellipsoïde sur le 
point M ont pour «pressions, un représr niant le dénomi- 
nateur commun par p, 



Pour effectuer ces calculs, il faudrait d'abord exprimer 
un des trois cosinus au moyen des deux autres; mais alors 
la symétrie qui avait eu lieu jusque-là disparaîtrait ; il sera 
préférable d'employer les deux angles que l'on choisit ordi- 
nairement, et il suffira de remplacer cosj;, costi, cosf par 
les valeurs si 



cosE = cosO, cosn — sinO cos>J, cosÇ — sïnfl sin^, 

8 désignant l'angle du rayon vecteur avec l'axe des x, et $ 
l'angle que sa projection mryz Fait avec l'aie desj'. 

iNous calculerons d'abord la valeur de X: celles de Y et 
de Z s'en déduiront par de simples changement» de lettres. 

Dans re nouveau système de variables, l'élément dut de 
la surface spbérique de rayon 1 aura l'expression si " 



\n1 ,lû<ii. 



m 



L'intégrale par rapport à £ devra être prise entre o et 271; 
et ensuite celle de 6, entre a et ir. Mais il est évident, d'après 
la forme de l'expression, iju'ii suffira d'intégrer par rapport 
a entre o et -1 puis Je quadrupler le résultat; et qu'en- 
suite ou pourra se borner à considérer les valeurs de 0 de 
oà-! puis à doubler le résultat. La première intégration 
n'offre aucune difficulté : 011 posera 
lan B +=: », 

d'où 



i'9) -(- A I («'sin'6 + r , coj'9ii'' 



2v'(a : sin'9 -3- i'cos'0 ■ («" lin'l -t- Hcus'fl) 
Multipliant, comme nous l'avons dit, par 4, puis par : 



x = - 4./fc. f -== -^Jg ^^-— — ■ 

Si pour calculer Y on prenait un système de coordon- 
nées polaires analogues, on 0 déiigiier.iil l'an^li: du rayon 
vecteur avec l'axe des) , cl ■} l'angle que fait avec l'axe dos a 
sa projection sur xz, l'expression de Y ne différerait de 



celle du X que par lu changement de a 
b, c les unes dans les auires par le i 



>s ; 5;(4 1 iio=0-l-o"cos , 9) 



Pour donner une forme plus simple à ces tcois exprès- 

et quelles que soient te; grandeurs relatives de a, b, e, les 
facteurs sons les radicaux seront positifs, et les intégra- 
tions n'offriront aucune circonstance particulière, dans les 
limites où elles doivent cire effectuées; mais on ne pourra 
obtenir leurs valeurs sous forme finie, à moins que deux 
des trois axes de l'ellipsoïde ne soient égaux, auquel cas 
cela devient très-facile, comme nous allons le voir. 
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moyen de certaines transformations, donner à Y ut à Z une 
forme telle, que leur d é le rrai nation se ramènerait à celle 
de X par de simples dîfféreiHÏalions par rapport aux para- 
mètres i, X'. Maïs, comme on ne peut avoir l'expression 
générale de X sous forme finie, celle réduction, pour la- 
quelle nous renvoyons aux Traités spéciaux, ne pourrait 
être appliquée que dans les cas particuliers que nous allons 
traiter directement. 

138. i° Ellipsoïde aplati. — Soit a le petit axe et b = c, 
ou aura, eu posant - — - = ou b* = a*(i +■ V), 



d'où 




a" Ellipsoule allongé. — Soit n le grand axe et b = c, 



ign de l'éqlilibre DES FORCES. 

ou aura, eu posant " ^ = ou a 1 = £' fi -+- "'.'), 




139. Action d'un ellipsoïde sur un point intérieur. — 
Si l'on fait passer par le point intérieur une surface ellip- 
soïdale semblable à celle qui termine le solide, la partie 
comprise entre ces deux suifaces n'exercera aucune action 
sur le point, et il n'y aura à calculer que l'action exercée 
par le solide intérieur à la nouvelle surface dont l'équation 

sera -f-j; 4- ^ = »«' ayant pour valeur^ -H ~ -+- — s - 
Les formules précédentes donneront les composantes de 
l'action cherchée, en y remplaçant a, b, c par ma, mb, inc. 
.Mais comme elles ne dépendent que des rapports des axes, 
celle substitution serait inulile, cl on peut y laisser a, b, c. 
Elles s'appliqueront ainsi à mus les points intérieurs a, 
S, y. Les composantes d'un ellipsoïde plein sur tous les 
points de son intérieur sont donc proportionnelles aux 
coordonnées respectivement parallèles de ces points. 



CHAPITRE XI. 



DIGRESSION SUR UNE TRANSFORMATION DE LIEUX 
GÉOMÉTRIQUES. 



140. Ut 


néthode du changement de variables « 


-st d'une 


grande utilit 




iOÎI dans 


ses applicalî 


oùs à la géométrie. Dans ces dernières 




pin. «mal 


pour objet de déterminer les mêmes 1 


ieux par 


des variable 


s différentes; mais quelquefois aussi o 


n change 



la forme des lieux, ou la position des points, et Newton 
en a donne le premier un remarquable exemple. 

Le changement de variables dont nous allons parler est 
de ce genre. Les coordonnées d'un point étant données, les 
nouvelles variables correspondantes sont, non les coordon- 
nées du même point par rapport à d'autres axes, mais celles 
d'un point différent par rapport aux mêmes axes; et la 
liaison de ces variables consiste en ce que les rapports des 
coordonnées parallèles au inemc axe sont constants, mais 
différents pour les trois axes. On donne particulièrement 
le nom de points correspondants aux deux points quel- 
conques qui sont ainsi déterminés l'un par l'autre. 

Tout point peut être considéré comme appartenant au 
premier système, et l'on obtiendra le correspondant eu 
multipliant les coordonnées du premier par les rapports 
donnés. Réciproquement, on obtiendrait les coordonnées 
du premier en divisant par ces mêmes rapports celles du 
correspondant dans le second système. Il faudra donc, lors- 
qu'on voudra trouver le correspondant d'un point, indiquer 
avec soin de quel système il fait partie et ne pas confondre 
les deux rapports inverses. 
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Nous allons traiter quelques questions simples, relatives 
à ce inoilede transformation, et qui nous seront utiles dans 
la théorie Je l'attraction. 

l-tl . Équation de la surface correspondante d'une sur- 

Soient F[x,y, z) = o l'équation d'une surface; ni, n, p 
les nombres constants par lesquels il faut multiplier l'a, 
ly cl le z d'un quelconque de ses poinls pour obtenir les 
coordonnées X, Y, Z du point correspondant, on aura 

X=mi, Y — ny t Z = pz\ 
d'où résultera entre X, Y, Z, l'équation 




qui sera celle de la surface correspondante de la première. 

Si m = n = p, les deux surfaces seront semblables. 

On voit que le degré de ces deux équations est le même. 
D'où il suit que la surface correspondante d'un plan est 
un plan., mais non parallèle en général. Si le premier est 
parallèle» l'un des plans coordonnés, le second le sera aussi. 
S'il est parallèle à l'un des axes, l'autre le sera au même 
aie. Si la surface proposée est un ellipsoïde rapporté à ses 
axes, la correspondante sera aussi un ellipsoïde rapporté à 
ses axes coïncidant en direction avec les premiers. 11 en 
sera de même si la première surface est un hyperboloïde 
à une ou à deux nappes. 5i, par exemple, on part de l'el- 
lipsoïde 




la surface correspondant aura pour équation 
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ce qui peut représenter un ellipsoïde quelconque, on don- 
nant à m, 11, p des valeurs convenables, qui seront toujours 
les rapports des axes cnrrcspmidanls des deux surfaces. 

Celle même équation représentera tous les ellipsoïdes 
li'iriiouH'iiux nu premier si l'on prend 

ce qui détermine deux des quantités m, », p en fonction 
do la troisième, qui veste arbitraire. 

Les correspondantes de deux surfaces semblables sont 
semblables. — Soient, en effet, les deux surfaces semblables 

les équations correspond a nies seront 




Ces surfaces sont donc semblables. 

Lignes correspondante». — Les ligues étant données 
par les équations de deux surfacrs qui les contiennent, on 
fera, pour chacune de ces équations, ce que nous venons 
de faire pour une seule. 

Il est important de remarquer que le lieu correspondant 
d'une ligne droite est une ligne droite, non parallèle en 
général ; car les deux surfaces sont dus plans, et leurs cor- 
respondantes en seront par conséquent aussi. 

Si la droite donnée est parallèle à l'un des plans ou dét- 
axes coordonnés, il en sera de même de la correspondante. 

142. Rapport des longueurs de deux droites corres- 
ponilantes parallèles à l'un des axes. 

Si les points extrêmes de deux droites parallèles à un 
même axe sont correspondants, /<?i longueurs de ce» droite» 
seront dans le rapport constant des coordonnées corres- 
pondantes, parallèles à cet axe. Car ces longueurs sont 
i3. 
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des différences de quantités qui sont dans ce rapport. Mais 
si la première droite n'était pas parallèle à un des axes, la 
seconde ne serait pas pnrallcle à ta première, comme nous 
l'avons déjà dit, et le rapport de leurs longueurs ne serait 
pas constant si m, n, p n'étaient pas égaux. 

1 43. Rapport de deux surfaces planes correspondantes, 
parallèles à l'un des plans coordonnés. — Ces deux sur- 
faces, terminées par des courbes quel conques .correspon- 
dantes, et parallèles au plan YZ par exemple, peuvent être 
partagées par des droites correspondantes, parallèles à l'axe 
des s, et à des distances infiniment petites. Les longueurs 
des cordes correspondantes seront dans le rapport/»; les 
distances de deux cordes consécutives et de leurs correspon- 
dantes seront dans le rapport n; le rapport des éléments 
correspondants sera donc np ; il en sera donc de même de 
leurs sommes, et de leurs limites. Les deux aires sont donc 
dans le rapport np. 

144. Rapport de deux volumes terminés par des sur- 
faces correspondantes . — On décomposera ces volumes 
par des plans correspondants infiniment voisins, perpen- 
diculaires à un des axes, celui des x par exemple. Les 
distances correspondantes de deux plans consécutifs seront 
dans le rapport m. Les sections des volumes par les plans 
correspondants seront, comme nous venons de ledémontrer, 
dans le rapport np. Les éléments de volume compris entre 
les plans consécutifs sont donc dans le rapport nuip ; et, 
par conséquent, le premier volume est au second dans le 
rapport mnp. 

145. Le produit des x de deux points non correspon~ 
dants considérés respectivement dans les deux systèmes 
est égal au produit des x des points qui leur sont respec- 
tivement correspondants ,- et de même pour les y et les z. 



Soient, en effet, x,jr, z etX', Y', Z' les coordonnées des 
deux premiers points m, M'; X, Y, Z celles du point M qui, 
dans le second système , est fe correspondant de m ; et 
x', y', 2' celles de ni' du premier système, correspondant 
de M' du second, on aura évidemment xX' = Xi', puisque 
X'= mx' et X = mx. 

Etl'on vcrraiidc mûmcquel'on aura 
yT = Yf, =Z' = Zi'. 
On peut encore déduire de In une autre proposition utile. 

En effet, si l'on désigne par r, R les distances de deux 
points correspondants, à l'origine ; par r',R', les analogues 
pour deux autres, on aura 

rR' cos rR' = il' -t-j-Y' + tZ', 
r'Rcoir'R^x'X-f-yi + z'Z; 

d'où 

Ht'cosrR' = /■'Rcoar'R. 

146. La différence des carrés des distances du centre à 
deux points correspondants de deux ellipsoïdes horno- 
focaux, est constante. 

Soient les équations de ces deux ellipsoïdes 

o' i= c 1 ' 



ils constituent nécessairement deux surfaces correspon- 
dantes, comme nous l'avons démontré pour deux ellipsoïdes 
quelconques, les rapports des coordonnées des points cor- 
respondants étant ceux des axes parallèles. Ces ellipsoïdes 
étant homofocaux, on a 

A' — a' = B' — — C — C . 



Cela posé, la différence des carrés des distances de deux 
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points (x,y,z). (X, Y, Z) au centre Mrs 
X : + Y' + Z 1 — -t-.r>-r- i'), 




ou. d'après les conditions données, 

t'est-à-dire simplement A* — a 1 , te qui prouve la pro- 
position énoncée. 

HT. Si l'on prend deux points quelconques m, m' sur 
la surface d'un ellipsoïde, et les points correspondants 
M, M sur un ellipsoïde homofocat quelconque , les dis- 
tances Mm ei Mm' seront égales. 

Car si l'on désigne par r,R, r', R' les distances respectives 
de ces quatre points au centre, on aura, par la dernière 
proposition, 

R 1 — r'=R'' — r", 

ou 

R' + r"=:K' 1 -hr', 
et, d'après l'avant dernière, 

Ri-'tosRr' — RVcoiR' r. 

El comme 

Mm' =R' + r'>— îRe'cosRr', 
M'm = R''+ r' — ïRVcosRV, 

il en résulte 



CHAPITRE XII. 

ATTRACTION D'UN ELLIPSOÏDE SUR UN POINT EXTÉRIEUR, 



148. Nous avoua calculé précédemment l'action d'un 
ellipsoïde plein, homogène, sur un point quelconque de son 
intérieur ou de sa surface. 11 reste à calculer celle qu'il 
exerce sur un point extérieur; question beaucoup plus dif- 
ficile, et qui a assez longtemps arrêté les géomètres. Leurs 
citons tendaient à ramener ce cas au premier. Maclaurîn 
l'a tenté le premier, cl n'a pas complètement réussi ; d'autres 
géomètres y sont parvenus après lui, mais si péniblement, 
qu'on avait continue les rec lie relies sur ce point important. 
Enfin, Ivory est parvenu à découvrir un théorème remar- 
quable par sa simplicité, et qui ramène presque sans travail 
la seconde question à la première. Elle est fondée sur les 
propriétés des points correspondants, et c'est pour cela que 
uous avons exposé celle théorie avec quelque détail. 

1 *9. Théorème d' Ivory. — Ce théorème ramène L'aclion 
d'un ellipsoïde homogène sur un point extérieur quel- 
conque, à celle qu'exercerait on ellipsoïde homofocal pas- 
sant par ce point, sur le correspondant de ce point sur la 
surface du l'ellipsoïde donné : question dont on connaissait 
la solution, que nous avons précédemment exposée. 

Soient a, 6, y les coordonnées d'un point extérieur « 
un ellipsoïde dont les demi-axes sonl A,"B, C; la compo- 
sante X de son attraction sur ce point sera 
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les intégrales s' étendant au volume entier. Intégrant par 
rapport à x, et désignant par i\, r, les dislances du point 
attire aux points extrêmes du lilet de l'ellipsoïde, dans 
lequel on a fait l'intégration, on trouvera 

Concevons maintenant un ellipsoïde Uomofocal avec le 
premier, passant par le point donné, et cherchons son ai- 
traction sur le point correspondant à re dernier sur la sur- 
face du premier ellipsoïde. Pour cela nous prendrons lu 
rectangle iy de', dont lis points seront les correspondants 
de ceux de dydz, et nous intégrerons dans l'étendue du 
filet du second ellipsoïde, qui se projette suivant dy 1 dd sur 
le plan YZ. Nous trouverons, pour la composante de l'at- 
traction de ce dernier corps sur le point correspondant au 
point donné, 

*'=-*//■»•'*' (;-;)■ 

Les rayons r, et r, sont les mêmes que pour le premier el- 
lipsoïde, puisque leurs extrémités sont respectivement cor- 
respondantes de celles des autres. 

Or, dydz';dyds::WC'\^C; cl cette proportion ayant 
lieu pour les portions des intégrales relatives à deux filets 
correspondants quelconques-, aura lieu pour les inlégrales 
elles-mêmes; d'où résulte 

x:X'::bc:b'c, 

et de même 

Y : Y' ; : AC:A'C, 
Z:Z'::àb:a'b'. 

On peut donc énoncer le théorème suivant, qui est celui 
d'Ivory : 



en Ar jt ni: XII. SOI 
Les attractions que deux ellipsoïdes homofocaax exer- 
cent parallèlement à chaque are, sur deux points corres- 
pondants placés sur leurs surfaces respectives, sont entre 
elles comme les produits des deux axes perpendiculaires 
à chaque composante. 

Remarque. — Poisson a montré que ce théorème était 
indépendant de la loi d'attraction. Car si la fonction de la 
distance qui exprime l'attraction est désignée par F(x), 

x = f t jj p* . 

intégrant par rapport à x l'expression (x — a)F(r) — > 
ou F{r)dr, et désignant le résultai par ^(r), on aura 

x=/f JJVattW-tW]. 

Pour le second ellipsoïde, on trouvera de même 

xw F yjVrM'foM-fMJi 

d'où l'on conclurait encore 

x:X'::bc:B'C, 

et de mfitne pour les autres composantes. 

150. Application du théorème d'Ivory. — On voit que, 
d'après ce théorème, on connaîtra les composantes de l'at- 
traction d'un ellipsoïde sur un point extérieur, en faisant 
passer par ce point un ellipsoïde homolboal, et cherchant 
les composantes de son attraction sur le point corres- 
pondant de la surface du premier, qui est dans son inté- 
rieur; puis multipliant les composantes par les rapports 
des produits des axes perpendiculaires. 

Soient A, B, C les trois demi-axes de l'ellipsoïde pro- 



posé, A', B', C'cuux de l'ellipsoïde bomufocal passant par 
le point donné (a, ë, -/) ; A", B", C ceux d'un ellipsoïde 
semblable au second el passant par le point («', •/') cor ~ 
respondant à (a. G, 7) sur le premier; enfin M, M', M" les 
volumes de tes trois corps. 

Les composantes de l'attraction du troisième ellipsoïde 
sur le point (a', c', -/) seront les mêmes que celles du 
second. On aura donc, d'après les formules connues pour 
les points de la surface, 

Mais, d'après la similitude des deux derniers ellipsoïdes, 

B"' - A"' B' 1 — A" C"'— A"' _ C — A' 1 
A"' ~ A'' ' A" : — A' : 

^= ^1 et, de plus, «'= donc, en observant que 
l'on a B'' — A" = B' — A 1 , C' 1 — A" = C — A', on oura 



l'A A -V- 

4 " i ^^V'^''' 



Posons 
et multipliant p 



X — — - 



B--A' V / , C--A' 
Il en serait de même des deux autres composâmes. 
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Passage du.tlièorème d'fvory A celui de Mactaurin. 

151. Soient X, Y, Z les composâmes de l'attraction de 
l'ellipsoïde dont les trois demi-axes sont A, II, C, sur le 
point extérieur dont les coordon liées sont et, S, X", Y", 
Z" les composantes de l'attraction de l'ellipsoïde homofocal 
passant par le point (a, 5, y) sur le point correspondant, 
qui a pour coordonnées^, g; A', B', C étant les 

démises de cet ellipsoïde; et enfin X', Y', Z' les compo, 
saules de l'attraction du second ellipsoïde sur le point 
S, ?)<!•■.. .rhec. 

Le théorème d'Ivory donne 

_ BC Y A€ Z _ AB 
X" If' C ' ï" — A'C' Z" — A'B' 1 

mais, pour tout point de l'intérieur d'un ellipsoïde, les 
composâmes de l'attraction sont proportionnelles à la coor- 
donnée parallèle ; donc 

X* A ï" _ B 7f_ C 

X'~ A'' T' B'' Z' — C 1 

d'où l'on conclut immédiatement 

X _ ABC^ _ Y Z 

Les trois composantes X, Y, Z étant proportionnelles à 
X', Y', 7J, les résultantes sont dans une m£me direction, et 
leurs intensités sont entre elles comme les composantes, 
c'est-à-dire :: ABC : A'B'C. D'où résulte ce théorème : 

L'attraction d'un ellipsoïde homogène sur un point 
extérieur a la même direction que celle qu'exercerait sur 
lui un ellipsoïde homofocal passant par ce point, et leurs 
intensités sont comme Us volumes des deux corps. 
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L'usage de ce théorème est évident puisqu'il ramène à 
l'attraction d'un ellipsoïde facile à déterminer sur un point 
donné de sa surface. 

Remorque. — Si l'on comparait l'action d'un second 
ellipsoïde homofocal au premier, et auquel le point donné 
serait extérieur, à l'action de celui qu'où a fait passer par 
ce point, on obtiendrait la mime conséquence que pour le 
premier; d'où l'on conclut celte proposition que deuxel- 
lipsoïdcs homofocaux exercent sur un point extérieur aux 
deux, des actions de même direction, et proportionnelles 
aux volumes de ces deux corps. 



CHAPITRE XIII. 



AUTRES SOLUTIONS DC PROBLÈME DE L'ATTRACTION 
DES ELLIPSOÏDES. 



La théorie que nous venons d'exposer est complète et 
connue depuis longtemps. L'attraction d'un ellipsoïde Lo- 
mogèue sur un point de sa surface, y est ramenée au plus 
grand degré de simplicité dont elle soit susceptible. L'at- 
traction sur un point extérieur s'en déduit immédiatement, 
soit par le beau théorème dlvory, soit par celui de Maclau- 
rin ; et ce dernier pouvait ûiic démontré dans toute sa géné- 
ralité, soit d'après celui d'Ivory, soit directement par la 
remarquable analyse de 0. Rodrigues. Nous pourrions 
donc nous borner à ce qui précède; mais nous ne croyons 
pas pouvoir nous dispenser de dire quelques mots des im- 
portants travaux de M. Cliaslcs sur le même sujet; on en 
trouvera l'exposé complet dans les Traités de Mécanique. 

132. Lemme. — Si l'on considère deux ellipsoïdes sem- 
blables E, e, et d'une autre part deux ellipsoïdes E', e', 
semblables entre eux, niais non aux premiers, et ayant 
entre leurs axes les mêmes rapports que les premiers, si 
E et E' sont homofaux, eete 1 le seront aussi. 

Nous donnerons le nom de couches homofocales aux 
volumes compris respecli veinent entre les ellipsoïdes E, e 
et E',^. En effet, en passant de E à e, les distances focales 
ont varié dans le même rapport que les axes de ces ellip- 
soïdes semblables, et il en sera de même dans le second 
système. Or le rapport des axes est le même dans les deux 
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svslèmes; il en sera donc de même dr's rapports des excen- 
tricités, donc ros i-^i:im] [ l icîn'-s riant 1rs mimes pour E cl E', 
dits le seront pour e cl e'. 

Il est inutile de dire qu'aucun autre ellipsoïde que e', 
semblable à E' ne pouvant cire homofoeal avec e', ne pourra 
l'être avec c. On voit aussi que, réciproquement, si les 
ellipsoïdes E, E' sonthomofoenux, e et c' le sont aussi ; que 
le rapport des axes de E el e sera le même que pour E' et d, 
et que, par suite, le rapport des différences des axes à ces 
aies mêmes, sera le même. 

li!3. Réduction de l'attraction d'une couche ellipsoï- 
dale sur un point extérieur. 

Considérons une couclic terminée par deux surfaces el- 
lipsoïdales semblables E, e, telles que les différences de 
leurs axes homologues soient infiniment petites ; nous 
allons ramener son action sur un point extérieur H à celle 
qu'cxcrcerail sur ce point une autre couclic, dont la sur- 
face extérieure passerait par M et serait avec la première 
dans les conditions du lemme précédent. 

Désignons par E', e' les deux surfaces semblables el ho- 
roofocalcs respectivement avec E et e qui terminent cette 
couche, dont la première E passe par M. 

Les surfaces E et E'étanl considérées comme correspon- 
dantes, les surfaces e et e 1 , pour lesquelles le rapport des 
axes est le même que pour E et E', seront aussi correspon- 
dantes dans le même système. D'où il suit que si l'on dé- 
compose la couche Ee en éléments infiniment pelïls dans 

surfaces correspondantes partageront la couche E'e'cn élé- 
ments dont le rapport avec les premiers sera le produit 
des trois rapports des coordonnées de même nom; et, par 
conséquent, ces éléments seront comme les produits des trois 
axes des ellipsoïdes correspondants: et leurs sommes, et 
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par suite 1 


os volumes des couches, seraient dans ce même 


rapport. 




Mai meii 


aDt si nous divisons le volume de chaque élé- 


ment de 1: 


1 couche Ee par la distance au point M qui est 


situé sur F 


et le volume de chaque élément de E'e' par sa 


distance ai 


1 point m homologue de M, qui Fit situé sur la 




ces deux distances étant égales, d'après les pro- 


jirii'd's diiu 


mut recs précédemment, les quotients correspon- 


dants scroi 


it entre eux comme les éléments eux-mêmes, ou 



comme les produits des trois axes des ellipsoïdes correspon- 
dants; d'où il suit que la fonction désignée par V (n° 133), 
relative au volume Ee et au point M, est à In fonction V, 
relative au volume E'c' et au point m 7 dans le rapport des 
produits des trois axes de E et des trois axes de E'. 

Si maintenant on déplace le point M sur l'ellipsoïde E', 
m se déplacera sur E, et V sera invariable, puisque le point 
m reste dans l'intérieur de e"; et, par suite, V le sera lui- 
même, puisque son rapport à V est toujours le même. 
D'où il suit que E' est une surface de niveau relativement 
à l'attraction de la couche Ee; c'est-à-dire que la résul- 
tante de l'attraction de la couche Ee sur un point quel- 
conque M de E', est normale à celle surface. 

Celte proposition ayant lieu pour toute autre couche 
dans les mêmes conditions que Ee, et correspondant à une 
même couche E'e', aura lieu pour celte dernière. Donc 
l'action sur M sera aussi normale à l'ellipsoïde E'. 

Maintenant, pour avoir les composantes respectives de 
l'action des couches Ee, E'e' sur M, il faudrait différentier 
successivement les fonctions V, V par rapport à a, 6, 7, 
coordonnées de M, ei l'on obtiendrait ainsi des dérivées 
dont les rapports respectifs seraient celui des fonctions 
mêmes V et V, ou des produits des axes des ellipsoïdes E,E'; 
d'où se déduit celle proposition due à M. Chasles : 

Pour connaître V action d'une couche infiniment mince 



comprise entre deux ellipsoïdes semblables sur un point 
extérieur, il suffit de calculer celle qu'exerce sur le même 
point, une couche home-focale, de même matière, dont la 
surface extérieure passe par ce point. Les résultantes 
de ces actions auront la même direction, normale à l'ellip- 
soïde nui passe par ce point, et seront entre elles comme 
les volumes des couches, ou comme les produits des axes 
des ellipsoïdes correspondants. 

Si l'on considérait une autre couche E"e" homofocate 
avec Ee, on aurait une conséquence semblable, et, en éli- 
minant ce qui appartient à EV, on verrait que les actions 
des couches Ee, E"e" sur M sont de même direction et 
proportionnelles aux produits des axes de leurs surfaces 
extérieures ou de leurs surfaces intérieures. 

184. Nouvelle démonstration du théorème de Mâc- 
he théorème précédent étant démontré, M. Chasles a 
fait voir comment on en pouvait déduire bien simplement 
celui de Maclaorin. 

Il s'agit de comparer les actions de deux ellipsoïdes ho- 
mofocaux homogènes, dont les demi-axes sont a, b, c et 
A, B, C, sur un même point M extérieur aux deux. 

Pour cela on décomposera l'un d'eux par des surfaces 
ellipsoïdales semblables, infiniment voisines, et je second 
par des surfaces ellipsoïdales semblables entre elles et ho- 
mofocalcs avec celles du premier; lus axes de deux sur- 
faces correspondantes seront les mêmes que pour les sui- 
vantes, et par suite que pour celles des ellipsoïdes donnés. 
Deux couches hoinolocalcs correspondantes donneront 
sur M des actions de même direction, et proportionnelles 
aux produits des axes de leurs surfaces correspondantes, et 
par conséquent aux produits abc, ABC. 

Celte direction changera avec les couches, mais sera 
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toujours la même pour deux couches correspondantes, ci 
le rappm I îles foico ■lu'fMcn produisent sera 1oujoui> relui 
de abc à ARC. D'où il suit qu'en composant sëparcraeot 
(ouïes ces forer» passant par M, pour chacun de» deux 

li mi et dont le* iiiirn-otés <ernni dans le rapport des pro- 
duits abc, ABC, OU des volumes des ellipsoïdes. 

De là résulte cette conséquence qui n'est autre chose que 
le théorème de Maclaurin : 

Dpux ellipsoïdes homogènes homofoenux exercent sur 
un même point extérieur des actions de même direction, 
el proportionnelles à leurs volumes. 

El comme on a les expressions des composâmes de l'at- 
traction d'un ellipsoïde sur un point de sa surface, il suffira, 
pour obtenir l'action d'un ellipsoïde homogène sur un 
point extérieur, de faire passer par ce point un ellipsoïde 
homofocal, et de multiplier les composantes de son attrac- 
tion sur ce point par le rapport des volumes du premier 
ellipsoïde et du second, 

M. Chastes ne s'est pas borné à donner cette nouvelle 
démonstration du théorème de Maclaurin, il est parvenu, 
au moyen de considéra lion * géométriques, à l'expression des 
composantes de l'attraction d'une couche ellipsoïdale sur 
un point extérieur; et, en faisant l'intégration relativement 
à toutes les couches d'un ellipsoïde, il a obtenu directe- 
ment les formules des composantes de l'attraction de l'ellip- 
soïde entier, auxquelles on était déjà parvenu par les pro- 

Nous n'en dirons pas davantage sur ce sujet, qui est traité 
avec détail dans les Ouvrages spéciaux. Mous nous sommes 
mime peut-être un peu trop étendu sur celte théorie; mais 
sou utilité dans les questions importantes de la Mécanique 
céleste, expliquera suffisamment, je l'espère, la longueur 
de ces développements. 



CHAPITRE XIV. 

DE LA FORCE DE FROTTEMENT. 



155. Toutes les fois que nous avons eu à considérer des 
surfaces ou des lignes résistantes , nous avons supposé 
qu'elles ne pouvaient détruire que des forces qui leur 
étaient normales. Mais il n'en est plus de même dans la 
réalité, et les surfaces matérielles peuvent, dans certaines 
limites, détruire des forces obliques et même des forces 
tangentielles. Plus ces surfaces sont polies, moins elles 
offrent de résistance langcnlielle; et nous nous sommes 
placé jusqu'ici à la limite idéale de surfaces infiniment 
polies, et incapables de détruire la moindre force langeu- 
licllc, et, par suite, toute force faisant avec la normale un 
angle, si petit qu'il soit. 11 faut donc, dans les applications 
matérielles do la science, tenir compte de ces forces qui 
peuvent se développer au contact des corps, et qu'on nomme 
forces de frottement. 

Les lois qu'elles suivent dans leur production et leur 
action ne peuvent èlre déduites que de l'expérience, et 
nous allons faire connaître lus résultais généraux auxquels 
elle a conduit. 

f 5fj. Dans la recherche des conditions d'équilibre, nous 
avons toujours supposé que les courbes ou surfaces fixes ne 
pouvaient donner naissance qu'à des forces normales. Mais 
il n'en est pas ainsi dans la réalité; et l'expérience prouve 
que la résistance d'une surface ou d'une courbe peut dé- 
truire non-seulement des forces normales quelconques, 
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mais encore des forces tangentielles comprises entre cer- 
taines limites. Ces dernières sont d'autant moindres que 
les surfaces en contact sont plus polies, et l'on peut sup- 
poser qu'elles n'existeraient pas, si ces surfaces étaient eu 
fièrement dépourvues d'aspérités, comme nous les avons 
supposées dans tout ce qui précède. 

Les circonstances dans lesquelles nous nous placions se 
rapportent donc en quelque sorte à un cas limite qui ne se 
rencontre jamais rigoureusement dans la nature; et il est 
nécessaire, pour les applicaiions pratiques, d'étudier les 
modifications qu'apporte aux conditions d'équilibre, l'in- 
troduction de ces nouvelles forces, que nous désignons sous 
le nom de forces de frottement. 

Les lois que suivent ces forces ne peuvent être déduites 
que de l'expérience, et nous allons faire connaître les ré- 
sultats généraux auxquels elle a conduit. 

Lorsqu'un corps en contact avec un plan par tous les 



points d'une fa 


ce plane, est pressé contre ce plan par une 


certaine force, 


on ne peut le mettre en mouvement par le 


moyen d'une f< 


iree située dans le plan, que lorsqu'elle dé- 




ine limiie. Cette limite, qui n'atteint sa plus 


gr^d. v.lcr 


que quand le couiart a duré un certain 


temps, est la i 


nesure de la force de frottement que peut 


produire la pi 


•ession du corps contre le plan. Mais celle 




;Ioppe que lorsque l'on sollicite le corps par 




une composante située dans le plan de con- 



tact, et elle est égale et opposée à cette dernière, tant que 
le corps ne se met pas eu mouvement. Elle peut donc va- 
rier arbitrairement quant n sa direction et son intensité; 
elle n'est assujettie qu'à èlre située dans le plan de con- 
tact, et à ne pas dépasser la limite dont il a élé question 
tout à l'heure, et qui doit être le seul objet de nos re- 
cherches. Ajoutons qu'elle se rapporte au cas où l'on fait 
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prendre à lous les points du corps un mouvement paral- 

Lc frottement d'un corps peut détruire non-seulement 
une force unique, mais uu nombre quelconque de forces 
réductibles ou non n une seule; les forces qu'il représente 
sont donc dépendantes de celles que l'on fait agir daus le 
plan de contact. 

Cela posé, nous ne nous occuperons qne de la détermi- 
nation de ta force maximum que le frottement peut dé- 
truire, et que nous prendrons pour mesure du frottement 
lui-même. 

Or, l'expérience a démontré que : 

i" La force de frottement varie proportionnellement à 
la pression, toutes les autres circonstances restant les 
mêmes ; 

3° Elle ne dépend pas de l'étendue de la surface en con- 
tact, pourvu qu'elle ne renferme pas de pointes ou d'arêtes, 
mais seulement de la nature et du poli des dcilx surfaces; 

3" Lorsque l'un de ces corps glisse sur l'autre, la force 
de frottement est indépendante de la loi du mouvement; 
elle est déterminée en grandeur par la pression cl la nature 
des surfaces : et sa direction est, pour chacun des deux 
corps, en sens contraire de sa vitesse relative. 

On conçoit facilement comment les deux premières lois 
ont pu être reconnues. En posant un corps sur uu plan 
horizontal et le tirant par un cordou horizontal passant sur 
une poulie de renvoi, et à l'extrémité duqncl on appliquait 
des poids connus, ou a pu déterminer avec précision le 
poids le plus faible qui met le corps en mouvement, et qui 
mesurera la force de frottement. Fn chargeant le corps de 
divers poids, on a déterminé les nouvelles valeurs de ceux 
qui déterminent le mouvement, et l'on a reconnu que leurs 
rapports à ceux qui mesurent la pression étaient toujours 
les mêmes. 
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En diminuant la soi face en conlacl, ou en posant le corps 
sur les différentes faces également polies, on a encore re- 
connu que le rapport du frottement à la pression était le 
mênie. Ces espéi U-ru-i-s. i -épén es un grand nombre de fois, 
et sur des corps très-variés, ouiioujums conduit aux mêmes 
conséquences. 

Ce rapport du frottement à la pression, qui ne varie 
qu'avec la nature des substances, est désigné sous le nom 
te coeffeieut du frottement. 

expériences dont l'interprétation exige quelques notions de 
Dynamique. Ces détails trouveront mieux leur place dans 
un Cours de machines, et nous nous bornerons à l'énoncé 
de cette loi. 

157. 'jlitgle du frottement, — Si un corps soumis à la 
seule action de la pesanteur repose sur un plan liomontal 
par une face plane, et qu'on fasse tourner ce plan autour 
d'une droite horizontale, le corps commencera à glisser 
quand l'inclinaison du plan aura atteint une certaine va- 
leur, qu'il est facile de déterminer. 

Soient, en effet, P le poids du corps et a l'inclinaison du 
plan mobile sur le plan horizontal; la pression du corps 
sur le plan, ou la composante de sou poids perpendiculai- 
rement à ce plan, sera Pcosa; et la composante parallèle 
aura pour valeur Psino. 

Lorsque l'inclinaison variable a aura atteint la valeur 
particulière p. pour laquelle le corps commence à glisser, 
la force de frottement sera précisément égale à la compo- 
sante parallèle au plan incliné; et ai l'on désigne par/ le 
(apport du frottement à la pression, on aura 



f - — tangp. 
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Ainsi lous les corps do même nature cl également polis, ci 
généralement lous ceux qui auront le même coefficient de 
frottement relativement au plan mobile, commenceront à 
glisser sous un mémo angle dont la tangente trigonome- 
trique est égale au coefficient du frottement, et que l'on 
désigne sous le nom $ angle du frottement. 

Cette expérience peut aussi servir à démontrer les deux 
premières lois du frottement. En plaçant sur un plan mo- 
bile autour d'une horizontale, un corps dont les différentes 
faces planes sont également polies, on reconnaît qu'il com- 
mence à glisser pour une même inclinaison du plan, quelle 
que soit l'aire de la face de contact, et quel que soit le 
poids dont on surcharge le corps. On conclut de là que, 
lorsque la nature et le poli des surfaces ne changent pas, la 
force de frottement est proportionnelle à la pression, et in- 
dépendante de l'étendue de la face de contact. L'angle sous 
lequel le glissement commence, détermine le coefficient du 
frottement, qui en est la tangente t ri go no met ri que. 

158. Équilibre d'un corps pressé contre un plan par 
une force oblique. — Soient P (Jîg. 19} une force appli- 
Fi B . 19. 



quée à un corps M, A le point où sa direction rencontre la 
face de contact, el 0 l'angle qu'elle fait avec la normale AN_ 
La pression du corps contre le plan sera PcosO; le frot- 
tement sera exprimé par/Pcosfl, /étant le coefficient du 
frottement; el la force dans le plan fixe, qui tend à mettre 
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le corps en mouvement, esl égale à P si h 9. Il y aura donc 
équilibre si Ton a 

Psin9</Pcoie, 

ou 

tang9 </. 

Ainsi, l'équilibre aura lieu, quelle que soit la force P, 
pourvu qu'elle fasse avec la normale un angle qui ne soit 
pas supérieur à l'angle du frottement. 

Au reste, le cas que nous venons d'examiner ne diffère 
du précédent qu'en ce que la force P est de direction et 
de grandeur quelconque, au lieu d'être le poids même du 

159. Équilibre du levier en ayant égard au frottement. 
— Considérons un levier posé sur nu autre corps, de sorte 
que le point d'appui ne soit pas lié invariablement avec 
lui ; et supposons-le sollicité par deux forces. Elles peuvent 
d'abord être remplacées par des forces égales et parallèles 
appliquées au levier au point d'appui, et, de plus, à deux 
couples. S'il n'y avait pas de frottement, il faudrait que les 

transportées au point d'appui fût normale à la surface ré- 
sistante. Mais, s'il peut exister un frottement entre les 
deux corps, il se composera avec les deux forces appliquées 
comme lui au levier, eu son point de contact; il faudra donc 
encore que les deux couples se détruisent. Mais il ne sera 
plus nécessaire que les forces transportées au point d'appui 
donnent une résultante normale à la surface; il su Dira que 
celle résultante fasse avec la normale un angle inférieur 
ou égal à l'angle du frottement. 

160. Équilibre d'un corps qui peut tourner autour d'un 
axefixe. — Considérons maintenant un corps solide percé 
d'un irou cylindrique, au travers duquel passe un cylindre 
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lixu d'un diamètre à peu près c-gal . Supposons ce corps sol- 
licité par deux forces situées dans un plan perpendiculaire 
à l'axe du cylindre, el cherchons les conditions d'équilibre, 
en ayant égard à In force de frottement. Concevons que 
tout le système soit réduit à la section parce plan perpen- 
diculaire, ou, en d'autres termes, que le corps n'ait pas 
d'épaisseur sensible. 

Soit C (fig. ao) le point de contact du cercle fixe ayant 
son centre en 0, et du cercle mobile appartenant au corps. 

Il doit y avoir équilibre entre les deux forces données P, Q 
et la force de frottement F appliquée en C tangentielle- 
ment au cercle. Il est donc nécessaire et suffisant que les 
deux forces P, Q aient une résultante passant en C et fai- 
sant avec la normale un angle moindre que celui du frot- 

Ainsi, lorsque les forces données auront une résultante 
qui passera par un point quelconque C du cercle apparte- 
nant au corps, et fera avec sa normale un angle égal ou in- 
férieur à celui du frottement, le corps sera en équilibre si 
l'on fait en sorte que le contact avec le cercle fixe ail lieu 

En considérant le cas extrême où l'équilibre est au mo- 
ment de se rompre, la résultante R des forces P el Q fait 

la projection de la résultante R sur le rayon, ou - = ■ ; 

elle est donc toujours moindre que la résultante R. La 
force laugeiiticlle appliquée au cylindre lise s'obtiendra en 
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multipliant la pression par II- coefficient /, et sera, par 

, , . R/ , . 

conséquent, égale a - - Lcui résultante ne sera autre 

chose que R, comme cela (levait ûtre évidemment, puisque 
la résultante R îles forces données est détruite par la résis- 
tance du cylindre fixe. 

Ifil . Équilibre d'un corps sur un plan Jixe. — Suppo- 
sons un corps pesant pose sur un plan incliné à l'horizon, 
et sollicité par une force P comprise clans le plan vertical, 
passant par le centre de gravité du corps, et la normale an 
plan incliné. Réduisons tout le système a la section faite 
par ce plan, et cherchons la condition d'équilibre en tenant 
compte du frottement. 

Soient IV (fig. ai) la verticale menée parle centre de 
gravité du corps, PI la direction de la force P, Q le poids 




du corps, et ce l'inclinaison du plan LA sur le plan hori- 
zontal AB; il faut exprimer que leur résultante est détruite 
par la résistance normale du plan AL et par le frottement. 
En désignant par 8 l'angle de la force P avec le plan incliné, 
la pression exercée sur ce dernier sera égale à 
Qcosa^PfinO, 



fl étant considéré comme positif au-dessus de la direction 
AL, et comme négatif au-dessous. Si l'équilibre est au mo- 
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meut de se rompre, la force de frottement sera égale à 

/(Qcoï« — P(in«); 
mais, en général, elle en sera une fraction quelconque k. 
La composante totale dans le sens du plan sera 

Qsina — Pcosfl; 
et pour que l'équilibre ait lieu, il est nécessaire et suffi- 
sant que cette expression, positive ou négative, soil égale 
à la force de frottement ; ce qui s'exprimera par l'équation 
suivante : ^ 

Qsiua - PcosS = i/lQ«isa _ Psi n 9), 

A étant compris entre — i et -H i, et devenant — 1 ou -f- 1 
dans le cas où l'équilibre est sur le point de se rompre, 
soit dans un sens, soit dans l'autre, 
On tire de cette équation 

r _ Qfrb— - ty***) 
cosô — ï/sin B 

Si h = o et 8 = o, on retombe sur l'expression connue 
P = Qsin*. 

162. Cherchons la direction dans laquelle il faut faire 
agir la force Ppour obtenir le plus d'avantages possible, en 
supposant le corps prêt à glisser; et, pour cela, cherchons 
la valeur de 0, qui, en supposant A' = i, donne le minimum 
de P ou le maximum du dénomiualcur. Les deux pre- 
mières dérivées de ce dernier, par rapport à B, ont pour 
expressions 

— linS — /cosS, 

et 

-CMB-T-/WDÎ. 

En égalant la première à zéro, on trouve 
tange = -/; 
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d'où il suil que la force P doit être dirige© en dessous du 
plan, et faire avec lui un angle égal h l'angle du frotte- 
ment. I.a seconde dérivée se réduit alors à 
-cose(i-t-/>); 

elle est donc négative pour cette valeur de 6 ; d'où il suit 
que le dénominateur de P est maximum, et, par suite, P 

On pourrait encore chercher l'inclinaison 0, nui donne 
la plus petite valeur de P, propre à faire remonter le corps. 
Il faut alors supposer h = — i ,*ct chercher le minimum de 



ce qui montre que la force doit être dirigée au-dessus du 
plan incliné et faire avec lui un angle égal à l'angle du 
frottement, quelle que soit son inclinaison a. 

Cet angle, qui est le plus favorable à la traction d'un 
corps pesant sur un plan quelconque, porlc le uom d'angle 
île traction ; et, comme nous venons de le prouver, il u'est 
autre que l'angle du frottement. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur la théorie du 
frottement. Nous n'avons voulu que donner une idée de la 
manière dont les forces de cette espèce modifient les condi- 
tions de l'équilibre : ce qui est de la plus haute importance 
dans les applications. Nous renvoyons, pour de plus grands 
détails, aux Traités spéciaux sur les machines. 
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DU MOUVEMENT ET DU TEMPS. 



163. Du mouvement . — Lorsque la distance de deux 
points change d'une manière continue, oit dit que ces 
points sont eu mouvement l'un par rapport à l'autre; cl, 
généralement, lorsque les distances d'un point au* diffé- 
rents points d'un système rigide varient d'une manière 
continue, ou, en d'autres termes, lorsque la position de 
ce point par rapport à ce système change d'une manière 
continue, on dit que ce point est en mouvement par rap- 
port au système. Le lieu de ces positions relatives se 
nomme sa trajectoire relative à ce système . 

Si au lieu d'un point ou en a un nombre quelconque 
formant un système rigide, on dira que ce système est en 
mouvement par rapport au premier, lorsque les posilions 

Nous n'entendrons jamais autre chose que cela par mou- 
vement; ce sera toujours un déplacement relatif; nous 
n'attacherions aucun sens à un déplacement absolu. 

Mais comme notre point de vue choquera presque tout 
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le monde au 


. premier abord, nous croyons mile de l'appuyer 


de quelques 


développements, et nous ne doutons pas qu'a- 


près réflexi 


mi, il ne soil adopté par tous ceux qui ont 


accepte con: 


iplélement nos données de la science de l'élen- 


due. 




Il est en, 


:ore sans doute des philosophes qui croient à 


l'existence ( 


le ce qu'on appelle IVi/wr? absolu, indépendant 


de la créai! 


on, qui existait avant elle, et subsisterait encore 



si elle était anéantie. Ils disent cet espace immobile, parce 
qu'il n'y aurait aucune raison pour qu'il se déplaçât d'un 
côté plutôt que d'un autre, et ne cherchent nullement à 
se rendre compte de ce qu'ils entendent par direction ab- 
solut:. Chaque point de cet être infini a pour eux une per- 
sonnalité propre, qu'il conserve éternellement avec son 
immobilité; et c'est à ces points, qu'ils appellent fixes, 
qu'ils comparent tous les points de la création. Le mou- 
vement absolu d'un point matériel consiste pour eux dans 
sa coïncidence successive avec des points différents de l'es- 
pace immobile. Le mouvement relatif est bien entendu par 
eux suivant la définition que nous en avons donnée; mais 
tous les principes et toutes les données première» sont rap- 
portés par eux au prétendu mouvement absolu, et se dé- 
duisent, par une exlcusion spécieuse, des observations faites 
sur les mouvements relatifs. De sorte que, dans l'applica- 
tion de leur science aux phénomènes naturels, il n'y aura 
aucune contradiction ni aucune erreur à craindre; et c'est 
au nom de la raison seule, ut non de la pratique, que nous 
cherchons à corriger le point de départ de la science. 

Dans nos données de la science de l'étendue, nous pen- 
sons avoir faitjusticc de cet Être imaginaire, qu'on appelle 
l'espace, et de la personnalité de ses points. Pour nous, 
par conséquent, le repos absolu est, non plus une chose 
impossible à reconnaître, mais tout simplement un non- 
sens; car ce serait la coïncidence avec les mêmes points 
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immuables de l'espace, auxquels nous n'accordons aucune 
existence, et dont la fixité prétendue est une chimère, dont 
la simple notion ne pourrait être ni définie ni sentie, 
c'est-à-dire no pourrait s'acquérir ni par l'esprit ni par 



dicl .iuiii.il l'immobilité de 



par un cercle vicieux, lit quant à 1 évidence obtenue par 
les sens, on ne peut l'invoquer, puisque les hommes n'aper- 
çoivent que des repos on mouvements relatifs; de sorte 
que la conception de repos ou mouvement absolu, loin de 
pouvoir être rangée parmi les idées premières, admises par 
le sentiment de l'évidence, ne serait qu'une vague rêverie 
dont le fond serait un cercle vicieux. 

Abandonnons donc celle fausse n'ilmn, dont l'inutilité 
est d'ailleurs évidente; car tous les principes que l'on éta- 
blirait en l'admettant, ne pourraient jamais être fondés 
que sur des observations et des expériences relatives. Et à 
quoi bon partir du relatif pour établir par induction un 
absolu imaginaire, d'où l'on tirerait des principes appli- 
cables au relatif, qui est la seule chose réelle? Ne vaut-il 
pas mieux, après avoir établi les principes sur le relatif, 
les appliquer directement au réel, sans remonter h un 
absolu fantastique, pour l'abandonner immédiatement. 

164. Du temps. — Le temps, comme l'espace et le mou- 
vement, a donné lieu à bien des discussions entre les phi- 
losophes, ou les sophistes. La succession de nos sensations 
et des événements qui les ont produites, est incontestable 
pour tous les hommes, Mais entre ce sentiment et la pensée 
qu'il y a un Être dans lequel se fasse cette succession, il j a 

pace; il est peut-être même encore moins saisissable. Ces 
deux prétendus êtres sont des créations fantastiques de l'iuia- 
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gination de l'homme, qui veut toujours aller au delà de c< 
qu'il peut sentir et comprendre. Mais comme la si 
des événements joue un grand rôle dans la nature ci 
la vie des hommes, il est de la plus grande importai! 



■e de l'ordre et de la pr. 



e par exemple 



les retours du soleil au-dessus de l'ho 
des événements au moyen des jours étant bientôt devenu 
insuffisant, il a fallu les rapporter à des intermédiaire», et 
l'on a appelé cela diviser le temps en intervalles, langage 
figuré qui a fini par faire croire que le temps était une 
grandeur, divisible comme les quantités géométriques, et 
sur laquelle se placent toutes les époques, comme les points 
de division sur une ligne. 

Tout en protestant d'avance contre l'admission d'un être 
appelé temps, nous emploierons le langage ordinaire, nous 
classerons les événements successifs parce que nous nom- 
merons des intervalles, que nous exprimerons par des 
nombres, après en avoir défini avec précision l'égalité et 
V addition. 

Nous dirons que ileux intervalles de temps sont égaux 
lorsque deux corps identiques, placés dans des circon- 
stances identiques au commencement de chacun de ces 
irttcn-al/rs, et soumis aux mêmes actions et influences de 
toute espèce, auront parcouru à la fin de ces intervalles 
des espaces identiques, relativement au système rigide 
auquel on rapporte toutes les positions. 

Si après la détermination d'un intervalle, un autre com- 
mence et se termine, ou dit que du commencement, du 
premier à la fin du second il y a un intervalle égal à la 
somme des deux. 

Ayant ainsi défini l'égalité et l'addition des intervalles, 
on choisira, pour terme de comparaison, un certain in 1er- 
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valle, qu'il est naturel de prendre en rapport avec la durci; 
du jour; et tous les interv alles ou toutes les durées pour- 
ront être représentés par des nombres entiers ou fraction- 
naires, en entendant toujours les subdivisions égales de 
l'unité d'après la définition générale de l'égalité. 

Le mouvement le plus facile n reproduire dans des con- 
ditions identiques est celui du pendule. La pesanteur étant 

tant de l'équilibre, il suffit de replacer à chaque oscillation 
le pendule dans la même situation, et de le mettre autant 
que possible à l'abri des causes perturbatrices ; les inter- 
valles de temps correspondant aux retours à la première 
position, seront ce que nous avons appelé égaux, et, en 
donnant au pendule une longueur convenable, on pourra 
donner à la durée de son oscillation le rapport que l'on 
voudra avec celle du jour sidéral, qui est l'intervalle entre 
deux retours du globe terrestre à la infime position par 
rapport aux étoiles, qui forment le système le plus consi- 
dérable et le moins variable qu'il soit donné à l'homme de 
connaître. 

C'est a ce dernier que nous rapporterons les grands 

aux besoins des hommes, que ce soit pour des espériences 
ayant pour but de conduire à des propriétés générales ou 
à des connaissances particulières, c'est au système des ob- 
jets liés invariablement au globe terrestre qu'on rapporte 
les mouvements; et c'est ainsi qu'il faudra entendre ceux 
dont nous parlerons par la suite, à moins que nous ne pré- 
venions expressément que nous voulons tenir compte du 
déplacement de la terre relativement aux étoiles, et que les 
mouvements relatifs à la terre doivent eux-mêmes être 
considérés relativement au système des étoiles. 



CHAPITRE II. 



MOUVEMENT UNIFORME D'UN POINT. — MOUVEMENT VARIÉ. - 
VITESSE. 



105. Lorsqu'un point parcourt des espaces égaux en 
lemps égaux, quelque; petits que soient c es temps, on dii 









i mouvement n'est ni uniforme, ni composé 


d'une sucée: 


isïon de mouvements uniformes, ayant des du- 


rêes finies, < 


m l'appelle mouvement varié. 


Les mou* 


ements uniformes peuvent différer les uns des 




es espaces parcourus dans des temps égaux ; et 




■ration donne naissance à l'idée, d'abord un peu 



vague, de vitesse. Pour introduire dans le calcul cet élément 
indispensable, il est nécessaire d'en donner une définition 
précise; et nous appellerons vitesse d'un point dont le 
mouvement, l'eclili^nu un curv îliijiio, est uniforme, l'espace 
qu'il parcourt dans l'unité de temps, on, en d'auires termes, 
Je rapport de l'espace parcouru au temps employé à le 
parcourir : de sorte que le point dont la vitesse sera ex- 
primée par le nomhre i parcourra l'unité de longueur 
dans l'unité de temps. 

On voit, d'après celle définition, que, dans un même 
mouvement, la quantité que nous appelons vitesse sera 
d'autant plus grande, que l'unité de lemps le sera davau- 
tage; mais le rapport des vitesses dans deux mouvements 
différents en est complètement indépendant: c'est le rapport 
des espaces parcourus dans un même temps. 

On voit encore que le nombre qui exprime la vitesse, varie 
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avec l'unité de longueur; il est d'amant plus grand, que 
celle unité est plus petite. Ces remarques sur l'influence 
des diverses unités sont indispensables pour reconnaître 
Vhoningriti-ilc des foiiiuiles de la Dynamique. 



l'unité de temps, à partir de cet instant, parce qu'alors la 
vitesse du mobile dépendrait des variations plus ou moins 
irrégulicres que subirait le mouvement au delà de l'époque 
dont il s'agit: cl celle considération ne serait d'aucun 
intérêt. 

C'est ainsi que, dans la théorie des courbes, on a pu 
prendre pour mesure de la courbure du cercle, en un quel- 
conque de ses points, celle d'un arc égal à l'unité; mais 
pour une ligne où la courbure n'est pas proportionnelle à 
la longueur de l'arc, il n'a pas été possible de mesurer la 
courbure en un point par celle d'uu arc égal à l'uni lé, 
commençant en ce point. 

On fera des remarques semblables pour le poids spé- 
cifique en un point d'une substance non homogène; 
pour la température en un point d'un corps inégalement 
échauffé, etc. 

Dans tous les cas de ce genre on procède de la même 
manière pour obtenir une définition précise et utile. 

Soit M la position qu'occupe, à un certain instant, un 

point qui décrit d'un mouvement varié une ligne de nature 

quelconque. Après un certain temps 8, il sera parvenu en 

un autre poiul N, et le rapport de l'espace parcouru au 

HIT . , , „ 

temps, ou —, exprimera la vitesse moyenneavec laquelle 

cet arc a été décrit; c'esi-à-dirc que ce serait l'espace par- 
couru pendant l'unité de temps, en supposant le mou- 
vement uniforme, et tel, que l'arc MN fût parcouru pendant 



106. Dar 

vitesse à un 




a30 DU MOUVEMEHT PBODUIT TAU LES FORCES, 

le temps 0. Si maintenant on suppose que 9 diminue indé- 

tinimcnt, la vitesse moyenne — variera en même temps, 

et tendra vers une limite déterminée! et c'est cette limite 
que nous appellerons la vitesse du mobile au point M, 

Ainsi, pour employer le langage reçu dons le calcul in- 
finitésimal, on appelle vitesse d'un mobile, à un instant 
donné, la vitesse moyenne, ou simplement la vitesse, avec 
laquelle il décrit un arc infiniment petit, à partir de cet 
instant. Et nous appellerons direction de cette vitesse celle 
du mouvement du point sur la courbe, laquelle, d après la 
discussion que nous avons laite dans la Géométrie, est la 
direction de la tangente à la trajectoire. 

Si l'on désigne par f le temps, et par s la longueur des 
arcs de la ligne décrite, à partir d'une origine arbitraire, 
, ,. . , MB , , Jt .. . , 

la limite Un rapport — n est autre cliose que — • Ainsi la 

vitesse en un point quelconque du mouvement curviligne 

est exprimée par la première dérivée de l'espace parconru, 

par rapport au temps. Kl les vitesses des projections du point 

, dt dy dt n . 

sur les axes seront— . -^i — • On les minime par ana- 
dt itt dt 1 

logie les composantes de la vitesse suivant les axes. 

107. Il est bon de remarquer que l'arc décrit dans un 
temps infiniment petit peut être considéré comme le pro- 
duit de ce temps par la \ itesse du mobile au commencement 
de ce petit intervalle. Car cet arc serait rigoureusement le 
produit de ce lemps par la vitesse moyenne relative à cet 
intervalle; et cette vitesse moyenne dillère d'une quantité 
infiniment petite, de ce que nous avons appelé vitesse au 
commencement de l'intervalle. Il est évident que l'on 
pourrait encore prendre la vitesse à une époque quelconque 
du même intervalle. Le résultat ainsi obtenu ne différera 
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jamais Je celui que l'on cherche, que d'une quantité infi- 
niment petite par rapport à lui-même, et pourra par con- 

Ainsi, par exemple, l'es pare parcouru dans un temps 
fini, sera la limite de la somme des produits des éléments 
infiniment petits de ce temps, par les vitesses correspon- 
dantes aux commencements de ces éléments. La vitesse, telle 
que nous venons de la définir, joue donc le même rôle dans 
le mouvement varié, que la vitesse premièrement définie, 
dans le mouvement uniforme, pourvu que l'on ne considère 
que des temps infiniment petits ; ef c'est à cause île celle 
analogie, qu'il était convenable île lui donner le même 

168. Mouvement rectiligne varie, décélération. — Le 
mouvement varié leplns simple est celui oùles changements 
de la vitesse sont proportionnels aux accroissements ror- 
respondants du temps. On le dit uniformément varié, ou 
uniformément accéléré, en entendant que l'accroisse me m 
de la vitesse peut Être positif ou négatif. Nous ne le consi- 
dérons pour le moment que dans le cas où le point se meut 
eu ligne droite. 

Dans un pareil mouvement, on appelle accélération 
l'accroissement positif ou négatif de la vitesse, dans l'unité 
de temps. Quand elle est donnée on en déduit facilement 
l'accroissement de vitesse dans un temps quelconque. 

En elfet, désignons par ùv l'accroissement de vitesse que 
prend le point, à partir d'un instant quelconque, lorsque 
le temps croit de et imaginons un mouvement unifor- 
mément accéléré dans lequel la vitesse serait la tutoie que 



celle du mobile au premier instant, cl qui aurait une accé- 
lération lello, que la vitesse croîtrait de mime de Ai' dans 
le temps Ai; celle accélération moyenne sera mesurée, d'a- 
près ce qui précède, par — . et tendra vers uue certaine li- 
mite a mesure que A( tendra vers zéro. 

Celle limite est ce que l'on appelle V accélérât ion dans 
le mouvement proposé, à l'instant que l'on considère. Son 
expression est 

7, " S?' 

F.t il est facile de voir qu'elle jouera le même rôle dans le 

uniformément aecéléié, pourvu que l'on ne considère qoe 
des intervalles infiniment petits. En cliet, si Al rst infini- 
ment petit, on aura 

&v _ d» 



Doue, l'accroissement de la vitesse ne diffère de ~ A« 
que d'une quantité infiniment petite par rapport à Ai', et 
qui pourra être négligée toutes les fois qu'on ne considérera 
que des limites de sommes ou de rapports. Donc, dans lous 

lesse pourra Être calculé comme si le mouvement était uni- 
formément accéléré, et que l'accélération de ce mouvement 
fût égale à ce que nous avons appelé V accélération dans le 
mouvement varié en question. 

Remarque. — Il est lion de remarquer que nous avons 
considéré de deux manières fort dilïércn tes un mouvement 
varié quelconque, comme limite de mouvements successifs, 
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de durées infini meut pclitcs. Dans un. cas, ces mouvements 
élémentaires sont uniforme», dans l'autre ils sont unifor- 
mément accélérés. 

Les premiers ont, à l'instant commun, le même ^que 
le proposé, end'aulres termes, la même vitesse; les seconds, 
le même —et le même '~, c'est-à-dire même vitesse cl 
même accélération. Les premiers ont, s'il est permis de 
s'exprimer ainsi, un contact du premier ordre avec le pro- 
posé; les seconds, un contact du second ordre. Mais aussi 
on ne peut, même dans un temps infiniment petit, rem- 
placer le proposé par les mouvements élémentaires du pre- 
mier genre, que pour calculer les accroissements d'espace; 
tandis qu'on peut employer les autres pour le calcul de l'ac- 
croissement de la vitesse. 



CHAPITRE III. 

DE L'INERTIE DE LA MATIÈRE. 



1G9. Nous avons admis comme résultat général do l'ob- 
servation, que lorsqu'un corps, immobile d'abord au milieu 
du système invariable des objets terrestres, se déplace par 
rapport à eux, il y a une cause extérieure qui a agi sur lui 
en ce moment ; de sorte que si aucune force n'avait agi, il 
serait resté indéfiniment dans la position qu'il occupait. 

De plus, des expériences variées et mille fois répétées ont 
constamment mon [ré que lorsque les causes qui ont déplacé 
co corps cessent d'agir sur lui, et que les résisianccs inévi- 
tables diminuent de plus en plus, son mouvement tend de 
plus en plus à devenir recliligne et uniforme; et l'on a du 
en conclure naturellement que si l'on pouvait annuler 
l'effet des frottements, de l'air ambiant, et autres résistances 
quelconques, le mouvement du corps serait rigoureusement 
recliligne et uniforme. 

C'est de l'ensemble des expériences de ce genre que l'on 
a déduit le principe; do Yineriia île la matière, qui a été con- 
firmé sans aucune exception par l'accord des conséquences 
qu'on en a tirées avec les faits résuliant d'expériences di- 
rectes, ou d'observations dans le système du monde : il peut 

Tout point matériel on repos y reste tant ijiiil ne sur- 
vient aucune action extérieure ou force; al s'il sa meut 
sans qu'aucune forer lui soit appliquée, son mouvement 
sera rectilignc cl uniforme. 

Mais il ne faut pas entendre par là qu'un corps n'entre 
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pour rien dans la production des forces qui peuvent agir 
sur lui. L'ensemble des phénomènes naturels montre, au 
contraire, que ces forces naissent toujours de l'action mu- 
tuelle de ce corps et d'autres corps. L'inertie consiste donc 
eu eu qu'un point matériel ne peut changer de lui-même 
son état de repos ou de mouvement rccli ligne uniforme, et 
qu'il faut toujours pour cela l'esisleuce et l'action d'autres 

170. Nous allons maintenant faire connaître un prin- 
cipe général auquel on a été conduit par une foule d'oWr- 
vations et d'expériences, et qui est vérifié par l'accord 
constant entre les résultats auxquels conduit son admission, 
et l'observation directe des phénomènes. Il consiste en ce 

Si tous les points d'un s} stéme, lies ou non les uns avec 
les autres, ont des vitesses constantes, égales et paral- 
lèlesi et que l'un d'eux, sans liaison avec les autres, re- 
çoive une certaine -vitesse, ou soit sollicité par une certaine 
force -variant d'une manière quelconque, ou même que 
ces deux conditions soient réunir?.*, son mouvement relati- 
vement au système sera le même que si le mouvement 
primitif commun n'avait point existé, et que le point en 
question eût reçu la même vitesse et eût été sollicité par ta 
même force, agissant dans la même direction. 



On aperçoit facilement par quel g< 


snre d'expériences on 


pourrait reconnaître la vérité de ce pi 


îneipe, en rapportant 


toujours les positions aux objets imm 


jablcs à la surface de 


la terre. On donnerait un tnouvemen 


:l uniforme commun 


à un système de points, mobiles ou ne 


■n les uns par rapport 




■ux, libre par rapport 




varier la direction et 






observerait le mouvement relatif de ci 


: point. On répéterait 
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les mêmes expériences en changeant ] 



i, et le mi'iiir qui' m ri; dernier n'existait pas. 
Remarque. — La considéra lion du temps est neressaire 
dans la production de lout mouvement, parce qu'il faut 
toujours un lemps fini pour que l'action d'une force fasse 
acquérir à un corps une vitesse finie. Quelquefois on a dis- 
tingué deux espèces de forces : les nues, que l'on nommait 
instantanées, produisaient des vitesses finies, sans que leur 
action s'exerçât pemlant un tnltri aile Ji: temps qui'lroiiquc, 
si petit qu'on pût te supposer; les autres, que l'on nommait 
accélératrices, avaient besoin d'agir pendant un temps fini 
pour produire une vitesse finie. Maïs, comme toutes les 
actions sonl continues dans la nature, et (pic les forces 1ns- 

cordent généralement à ne plus les admettre dans la science. 
Il n'en sera jamais question dans ce cours, et nous ne con- 
sidérerons que les forces continues, c'est-à-dire qui ne pro- 
duisent une vitesse finie que quand leur action s'est exercée 
sans discontinuité pendant un temps fini. 

Néanmoins, il pourra quelquefois être commode de con- 
sidérer des vitesses finies comme produites dans un temps 
assez petit pour que les positions n'aient pas sensiblement 
i fiancé . Ces forces seront alors très-grandes, et leur valeur, 
supposée constante, se mesurera comme pour toutes les 
autres forces. C'est toujours ainsi que nous entendrons les 
forces instantanées, lorsque nous emploierons cette ex- 
pression pour abréger le discours. 

171. Nous admettrons le principe précédent dans toute 
sa généralité, lout en reconnaissant que, comme toutes les 
propositions déduites de l'expérience, il ne peulèlre regardé 
comme offrant une certitude qui dispense de toute vérifi- 
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cation. C'est, si l'on veut, une hypothèse extrêmement 
vraisemblable, qui peut servir de base à une science de rai- 
sonnement, mais (pli demande â ( ti r \éi ■iliée par l'accord 
de il 1 - i-r > ust'i [ in-j] d:rs les |)!11S éi'iipséri :ii er les fa : Is oli-i'i i ês. 
Remarquons comme eouséquence irès-iimjilc de r« [ivin- 

usage : 

Si à un instant quelconque un point matériel en mou- 
veinent, soumis à l'action d une force quelconque, est 
considéra rcltith-emcnt à trois axes se coupant en ce. point 
même, et dont tous les points ont mie vitesse constante, la 
mémo, en direct ion cl en grandi' tir, qu'a le point nu moment 
que l'on considère, le mouvement relatif de ce point, par 
rapport à ces axes, sera identique avec le mouvement 
absolu qu'il aurait si les axes étaient immobiles, et que le 

C'est ce que Galilée a admis lorsqu'il a traïié la question 
du mouvement un i ili^ne de; corps pesants. 

172. Si la force est de celles qui produisent une vitesse 
finie dans un temps inappréciable, et cosse i iiiiiiédialeineui 

celle que la force a nia il roimiHiuiquéc au mobile en repos, 
et il est évident que le point aura par rapport à des axes 
fines un mouvement uniforme suivant la direction de la 
diagonale du parallélogramme construit sur les deux vi- 
tesses, et avec une vitesse constante égale à celle diagonale 
même. Tel sera 1'efle t d'une vitesse communiquée à un 
point déjà en mouvement. Si ce mouvement n'était pas 
reclîlîgne et uniforme, on négligerait l'effet produit par la 
force continue pendant la durée insensible de l'action de la 
force însianlanée, et on n'en tiendrait compte qu'après la 
composition dus deux vitesses finies. 
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CHAPITRE IV. 

QUELQUES APPLICATIONS DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS. 



173. Mouvement produit par une force constante. — On 
entent! par force constante celle qui exerce la même action 
sur le corps auquel clic est appliquée, quel <|ue soit le mou- 
vement de ce corps. Cela posé, considérons un point ma- 
tériel ayant d'abord un mouvement rei'liligiic et uniforme. 
Si on lui applique une force constante dans le sens de son 
mouvement, sa vitesse augmentera de quantités i-j^alcs dans 
ilt-s teinp-. ("ganx quelconques, puisque, d'après le principe 
pn'rédi'iit, l'urcrnissenjcnl de vitesse lit indqiciidant de 
I.i i i-i'-si pivi i : i)i'tiiliîCiu i ni-tanli-. Ainsi. le nom i nient 
recttligoe d'un point sollicite par une force constante, et 
panant avec une vitesse initiale quelconque, est tel, que la 
vitesse croit de quantités proportionnelles au temps. On 
voit île la même manière qui- si la force était en sens con- 
traire du mouvement initial, la vitesst; diminuerait pro- 
portionnel lem en t au temps ; et à partir de l'instant où elle 
serait annulée, le mouvement changerait de sens, et la va- 
riation de la vitesse serait toujours la même qu'auparavaut, 
dans des temps égaux. 

Une force constante produit donc le mouvement que 
nous avons nommé uniformément -varié. En désignant, 
par v la vitesse, positive ou négative, du point, pour une 
valeur quelconque du temps t \ par b la vitesse iuitiale, 
c'est-à-dire correspondante à l=o\ eutinpar a l'accélé- 
ration positive ou négative, produite par l'action de la 
force sur le point matériel, on aura la formule v = at ■+- b 
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dont nous avons démontré la généralité dans la Science 
des nombres, par l'inti-odtiriioti (1rs signes dans la définition 
de toutes les quantités qui y entrent. Et comme f = ~, 
on aura 

x = — + bt-r-r, 

c désignant la valeur initiale de x, ot déterminant, par 
conséquent, la position initiale du mobile. 

174. Si la force, an lieu d'être constante, augmentait ou ' 

égales dans des temps égaux, comme dans le cas où la forte 
était toujours la même. On conçoit au reste combien il a 
été facile de vérifier par l'expérience celle induction si 
naturelle. Et nous en déduisons celte conséquence immé- 
diate, que : 

Si un point matériel est animé il'un mouvement uni- 
fbrinèmritt varié, il cft nécessairement sollicité par une 
fui ce cmistante. 

17.T. Masse îles corps, — l.'cïpérîcnre montre que la 
forte ne produit pas iniijnnrt un mouvement identique 
quand clic C)l appliquée .ï de* corps différent. Ce l'ail 
donne lieu à une iioiîori nomelle qui e«l celle de musse. 

On dit que deux corps d'espèce quelconque ont même 
masse, lorsque des forces égales produisent des mouve- 
ments identiques sur ces corps, libres et partant du repos. 
Si on lie ensemble deux corps, on en forme un nouveau 
dont la masse est dite la somme îles masses des deux autres. 
L'idée de masses égales conduit à celle de masses dans un 
rapport quelconque; et les masses de tous les corps peuvent 
être représentées par des nombres, si on les rapporte à celle 
d'un volume connu d'une malîèrc déterminée. 



On voit par hi que des corps formés d'une même sub- 
stance homogène ont des niasses proportionnel les à leurs 

volume, H, pai-coo.éououi, ,„ qu.utiléi de milite qu'il, 
«ufonu.ul. M™, comme on „e pourraii au.clor aucun 
sens précis à la comparaison des quantités de matière de 
deux substances différentes, ni surtout eu tirer aucunes 
conséquence* relativement aux effets des forces, on n'a dû 
admettre d'autres caractères distinctïfs entre les dïflérents 
corps et les différentes substances, que ceux ejtii dépendent 
de la manière dont ils se comportent sous l'action des forées 
<jui les mettent en mouvement. 

La notion de la niasse offre donc celle différence essen- 
tielle avec celle de la force, qu'elle ne peut s'acquérir que 
par le mouvement; tandis que la notion de la force peut 
s'acquérir, soit en produisant uu mouvement, soit en 
l'empêchant de se produire. 

17(1. Densàè. — On appelle densité d'un corps homo- 
gène la masse renfermée sous l'unité de volume ; elle est, 
par conséquent, le rapport de la masse renfermée sous un 
volume quelconque, à ce volume. 

Lorsqu'un corps n'est pas homogène, (m appelle densité 

portion du corps, infiniment pelîte dans tous les sens, dans 
laquelle se trouve ce point; on, en d'autres termes, la li- 
mite du rapport de la masse renfermée clans cette portion à 
son volume, quand il tend vers la limite zéro. Cette limite 
devra être employée de la même manière que la densité 
dans les corps homogènes, quand il s'agira de calculer ta 
massed'une portion finie d'un corps non homogène, pourvu 
qu'on la décompose en cléments infiniment petits dans tous 
les sens. Et c'est pour celle raison que la dénomination 
de densité a dû être étendue à cette limite. 

177. Si deux points ayant des masses égales parlent du 
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repos, et sont sollîtrî (és par des forces égales et parallèles, 
ils prendront un mouvement identique, et, par conséquent, 
on ne changera rien à leur état, en supposant qu'ils soient 
liés invariablement l'un à l'autre , et que leur système soit 
sollicité par la force double qui est la résultante des deux 



le rapport de m à n, et qu'elles soient sollicitées par des 
forces dans le même rapport, appliquées à leurs centres de 
gravité respectifs, elles prendront des mouvements iden- 
tiques, et tous leurs points décriront des droites parallèles. 

Si l'une des masses était sollicitée par une force moindre 
□u plus grande que celle qui résulte de celte proportion, 
elle aurait évidemment un mouvement différent de l'autre. 
D'où résulte cette réciproque, que si deux masses inégales 
ont un même mouvement, les forces qui leur sont appli- 
quées sont proportionnelles à ces masses. 

178. Application de ce qui précède à la pesanteur. — 
L'expérience a appris que tous les corps, abandonnés dans 
le vide à la libre action de- la pesanteur, prennent des 
mouvements identiques, quelles que soient leur grandeur, 
leur espèce et par conséquent leur masse. On doit conclure 
de là que les forces respectives auxquelles tous les corps 
sont soumis, pendant leur mouvement, par l'action de la 
pesanteur, ou lus poids do ces corps, sont proportion- 
nel/es aux masses de ces corps. 

L'expérience a encore fait connaître les deux faits sui- 
vants, dont l'un est une conséquence de l'autre, savoir : 
que les espaces parcourus par un corps qui part du repos, 
et est abandonné à la libre action de la pesanteur, sont 
proportionnels aux carrés des temps; cl que les vitesses 
acquises sont proportionnelles aux temps. De l'un ou de 




îéquent, appliquée au centre de gravi 
H eu serait de même pour un nomt 
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l'autre de ces faits, on conclut, d'après la discussion pré- 
cédente, que la force à laquelle re corps est soumis est con- 
stamment la même pendaut toul le cours de son mouve- 

On peut reconnaître encore que son iiilensîlé est la 
même que lorsque le corps est en repos. En effet, au 
moyen d'un appareil semblable à celui de la macliine 
d'Atwood, on peut communiquer à un corps un mouve- 
ment vertical uniforme. Dans ce cas, la force produite par 
la pesanteur est détruite, et l'on peut eu avoir la mesure 
exacte par la tension d'un ressort auquel serait suspendu le 
corps et qui participerait au mouvement vertical. Or l'ex- 
périence prouve que celle tension est la même que lorsque 
le système est en repos; d'où il «uil qui' lu poids d'un corps 
est le même dans l'état de repos et dans l'état de mou- 

Les masses des corps étant donc proportionnelles à leurs 
poids dans l'état de repos, les instruments qui servent à 
mesurer ces poids serviront h déterminer les rapports des 
masses, et l'on pourra représenter ces dernières quantités 
par des nombres, en prenant pour unité la masse d'un vo- 
lume déterminé d'une substance choisie arbitrairement, et 
prise à une température déterminée. Avant les expériences 
de Galilée sur la chute des corps, on ne pouvait savoir que 
les masses étaient proportionnelles aux poids; et il en serait 
tout autremeut si la pesanteur était, par exemple, une force 
du genre des attractions magnétiques qui ne s'exercent pas 
sur toutes les substances, et même qui s'exercent inégale- 
ment sur celles qui sont soumises à leur influence. 

179. La vitesse acquise par les corps pesants tombant 
librement dans le vide, pendant un temps donné, dépend 
du lieu où se fait la chute ; elle subit de petites variations 
suivant la latitude et l'élévation au-dessus du niveau do la 



mer. Nous ne noua proposons pas ici d'en faire connaître 
les lois, et nous nous bornerons à donner la valeur Je la 
vitesse acquise par un corps «j ni tomberait pendant l'unité 
de temps, dans le vide, a l'Observatoire de Paris. 

Pour déterminer d'abord l'unité de temps, nous suppo- 

6n minutes, la minute en 60 secondes; et nous prendrons 
pour unité la seconde, ou la 864"°' partie du jour moyen. 

Le jour sidéral, ou la durée de la rotation de la terre sur 
elle-même, l'st plus court que le jour solaire à cause du 
mouvement propre du soleil; il n'est que de 86164,01) se- 
condes. Cela posé, si nous désignons par g la viles je acquise 
pendant 1 scronde par nu corps tombant dans le vide, n 
l'Observatoire de Paris, nous aurons, d'après des expé- 
riences pi énsi s dont nous ne parlerons pas ici, 

g = 9", 80896, 
le mètre étant l'unité de longueur. 

uniformément varié, nous aurons, dans le cas d'un corps 
qui lombe verticalement dans le vide, en supposant la vi- 
tesse initiale nulle, prenant l'origine des x an point de 
dépari, et les x positifs dans le sens de la pesanteur, 




p'=agi, ou v = s ii gx . 
Celte dernière expression s'appelle communément la vitesse 
due à la hauteur ~x, et réciproquement, x ou — s'appelle 
la hauteur due à la vitesse v. 

Si le corps est lancé verticalement de bas en haut avec 
une vitesse a, on aura, en prenant l'origine des x au point 
■ 6. 
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de départ, et les x positifs eu sens contraire de la pesan- 




\.\\ vîlfssfi il<:vi<>ndr.i millr pour f — - • d'in'i ,r = ■ ■ ■ [.<■ 

fi 2fi 
mobile monte donc pendant un temps égal à celui qu'il 
mettrait à acquérir la vitesse initiale a; et l'espace qu'il 
parcourt eu s' élevant, est égal à celui qu'il parcourrait en 
descendant pendant le même temps sans vitesse initiale. 

Le mobile après le temps a redescend, puisque l'expres- 
sion de la vitesse change de signe; et, d'après ce qui vient 
d'être dit, il doit se trouver au point de départ, avec une 
vitesse égale à — a, après un nouvel intervalle de temps 
égal à Et, eu eflet, les formules précédentes, pour- 
f - - — , donnent 
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CHAPITRE V. 



PRINCIPE DE LA PROPORTIONNALITÉ DE LA VITESSE 
A LA FORCE. 



(8). Ce principe; fonda min la 1 consiste en ce que deux 
forces constantes quelconques qui sollicitent des masses 
égales pendant un même lemps, leur font acquérir des 
vitesses qui sont entre elles dans le même rapport que les 
deux forces. 

Rcauconp de géomètres ont admis ce principe comme 
une hypothèse; et ils vérifiaient son exactitude par l'accord 
entre les résultats des théories fondées sur clic, et des expé- 
diais, comme i! es! une des bases principales de la science, 
nous croyons devoir montrer comment on peut en recon- 
naître l'exactitude par des expériences de différcnlc nature, 
cl que l'on peut faire pour autant de valeurs différentes 
que l'on voudra de la foire accélératrice constante; ce qui 
n'empêchera pas d'ailleurs de faire par la suite les vcrjG- 

Pour étudier la loi suivant laquelle varie le mouvement 
d'une même masse, sollicitée mici cssivi iucnl par diverses 
forces constantes, et parlant toujours de l'état de repos, 
entendu comme nous l'avons expliqué une fois pour toutes, 
on peut faire usage d'appareils analogues à la machine 
d'Alwood, et qui donnent le moyen de faire varier d'une 
infinité de manières la forc e appliquée à une même masse, 
el de mesurer avec une grande précision la vitesse acquise 
après l'unité du lemps. 11 sera facile alors de déterminer 
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la loi suivant laquelle celle vitesse varie avec la force qui 

Désignons par M la masse île l'un quelconque des poids 
égaux, primitivement en équilibre sur la machine, el par m 
la masse du poids additionnel p. Tous les points du sys- 

sollieitées par des foi e es égales : ainsi une masse égale à m 
ne sera plus sollicitée par la forée p, mais par la force 

p — — i on jjî et ' on P euL choisir ' e rapport ^ 

de manière que la masse m soit sollicitée par une force 
ayant une valeur quelconque comprise entre o et p. Or, 
en déterminant les vitesses acquises dans chaque cas après 
une seconde, comme on peut le faire par des procédés irès- 
précis que nous ne pouvons détailler ici, on les trouvera 
dans le même rapport que les forces, avec d'autant plus 
d'approximation que l'on aura plus diminué les résistances 

On peut même s'assurer que la force appliquée à la 
niasse aM est consume pendant le mouvement. Il suffira 
de suspendre le poids additionne! au moyen d'un ressort 
qui en fasse partie, ou qui soit compris dans l'une des 
masses eu équilibre. Ou reconnaîtra qu'il est toujours éga- 
lement tendu pendant le mouvement, et que par conséquent 
la force avec laquelle la niasse aM est tirée est constante. 
Sa valeur indiquée par I ail' m-emeu 1 du rriMul, émit di- 
visée par—, donnera la force appliquée à la niasse m, 
cl devra coïncider avec celle que nous avions déjà trouvée, 
; P 

M 



182. On pourrait encore diminuer la pesanteur dans uu 
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rapport connu arbitraire, en faisant descendre un corps sur 
un plan incliné. En effet, si l'on désigne par a l'angle de 
I. verticale avec ce plan, la forée appliquée an corps, au 
lieu d'être p, sera pcoso, et pourra prendre toutes les va- 
leurs depuis o jusqu'à p. On pourra encore déterminer les 
vitesses acquises après une seconde, et l'on trouvera ces 
vitesses pi-(ip<irhi.i!ihi_'l!<:s aux lun es, mi du moins itiic loi 
se rapprochera d'autant plus de l'exactitude, que l'on aura 

Nous regarderons maintenant ce principe comme dé- 
montré, ainsi que les précédents, et l'objet de la science 
sera de déduire de ces premières données, tirées de l'obser- 
vation de la nature, toutes les lois du mouvement dans les 
circonstances les plus compliquées. La conformité que l'on 
trouvera constamment entre les résultats de l'observation 
directe des phénomènes, el ceux que le calcul annonce en 
admettant ces principes, constituera une lérificalioii quî 
ne laissera aucun doute sur leur exactitude. 



i83. Si l'on applique une force constante p à un corps 
ayant une masse m, et conçu comme réduit à un point, 
chaque unité de masse est sollicitée par la force — • Si l'on 
conçoit une seconde force constante p' appliquée s uuc 
masse ni', l'unité de masse de ce nouveau corps est solli- 
citée par la force —, ■ 

Les mouvements de ces deux corps étant évidemment les 
mêmes que ceux de chacune de leurs parties, et les vitesses 
acquises au bout du même temps parties masses égales, étant 
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proportionnelles aux forces qui [es produisent; si l'on dé- 
signe ces vitesses par v, on aura 

»u p :/::»»;bV. 

elfes comme les produits des masses auxquelles elles sont 
appliquées, par 1rs vitesses qu'elles leur font acquérir dans 
le même temps. La proportion précédente peul se, mettre 
sous la forme 

ff ~ m 1 </ - 

Si donc oti prend pour unités Je leurs espèces respectives, 
les quantités désignées par p', ni', v', on aura 

Ainsi les forces seront mesurées par le produit de la 
masse du corps auquel elles sont appliquées, par la vi- 
tesse qu'elles lui font acquérir pendant l'unité de temps; 
en entendant que l'on a pris pour unité de force celle qui 
fait acquérir à l'unité de masse, dans l'unité de temps, 
une vitesse égale , ; i l'unité de longueur. 

Cette mesure s'appliquera évidemment aux forces pro- 
duisant des quantités de mouvement finies dans des temps 
inappréciables. Si ces forces n'agissent pas avec une inten- 
sité constante, c'est à leur valeur moyenne que celte me- 
sure s'appliquera. 

184. Si l'on voulait comparer les intensités de deux 
forces p, p', qui dans dus temps différents t, V auraient 
fait acquérir des vitesses v, v' aux niasses m, m', il fau- 
drait ramener les temps à filrc égaux, par exemple à l'unité, 
avant d'y appliquer la proposition précédente. Or, la 
masse m aurait acquis la vitesse- dans le temps I, et la 



, la vilesse — ; on aura, par conséqui 
i suppose que p', m', v', /'soient i 



l'unité de force étant la même que dans le cas précédent. 

On est convenu d'appeler quantité de mouvement d'un 
corps le produit de sa niasse par sa vilesse. On peut donc 
dire qu'une force constante quelconque est mesurée par 
la quantité de mouvement quelle produit dans l'unité 
de temps. 

m. Unités de forée, et de masse. — Jusqu'ici nous 
n'avons li\é qui.' les unités de longueur et de. temps, qui 



lion que l'unité du force, appliquée à l'unité de masse 
pendant l'unité de temps, lui fil arquérir une vilesse égale 
à l'unité. Nous conviendrons maintenant de prendre pour 
unité de force le kilogramme, c'csi-à-dîre le poids d'un 
décimètre cube d'eau distillée prise à la température du 
maximum de densité, et considéré à l'Observatoire de 
Paris. Voyons ce que sera, d'après cela, l'unité de masse, 
c'esi-à-dire la masse qui, sollicitée pendant une seconde 
par une force constante égale au poids de i kilogramme, 
acquerrait une vitesse de t mètre par seconde. 

Or, la masse de > décimètre cube d'eau, sollicitée par une 
force égale à i kilogramme, c'est-à-dire par son poids à 
l'Observatoire, acquiert la vitesse g dans une seconde; donc 
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citée par la même force de i kilogramme, acquerrait une 

mètre pour unité de longueur, et le kilogramme pour 
unité de force, la masse prise pour unité doit être celle de 
Q,8o8yG décimètres cubes d'eau distillée prise à la tempé- 
rature de 4 degrés. 

Les niasses pourront toujours être remplacées par des 
poids ; ce qui est plus commode, puisque ce sont les poids 

observe ra pour cela que m P di-M^m- \ r [mi ils Jti rorp do ni 
la masse est m, on aura P = mg, puisque g unités de force 
expriment le poids de l'huilé de masse; on en lire m = ^; 
mais il ne faudra pas oublier que tout se rapporte au sys- 
tème d'unités que nous venons d'établir. 

IW. Poids spécifique. — On appelle densité d'une 
substance homogène la masse qu'elle renferme sous l'unité 
de volume ; le poids spécifique est le poids de celle masse. 
Il résulte de là, que si l'on désigne par l) la densité d'une 
substance, son poids spécifique sera Tig; et si l'on consi- 
dère une portion de cette substance dont le volume soil 
désigné par V, la masse par M, el le poids par P, on aura 

M — VD, P — YDg. 
On voit par là que si l'on formait la Table des densités cl 
celle des poids spécifiques d'uue série de substances homo- 
gènes, les nombres de la seconde ne différeraient de leurs 
correspondants de la première que par le facteur con- 
stant g. 

Le plus ordinairement, dans ces Tables, on prend pour 
terme de comparaison l'eau distillée, prises la température 
du maximum de densité; et l'on représente par l'unité, 
daus l'une la densité, daus l'autre le poids spécifique de 
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l'eau. Dans cette supposition, les deux Tables seraient 
composées des mûmes nombres, cl on se borne à l'une des 
deux dans tous les ouvrages de Physique. On peut l'appeler, 
iiidiiïéicmmeiit Taliie tics dmsilés ou Table des poids 
spécifiques. Mais il faut bien se souvenir que les poids 
spécifiques de* substances, lois qu'ils doivent être substitués 
dans les formules de la Mécanique, s'obtiennent en mul- 
tipliant les nombres donnes par la Table, par le poids spé- 

niléde volume," 1 et le kilogramme l'unité de force. Et de 
même, pour avoir les densités de ces substituées, il faudra 
multiplier lès nombres correspondants delaTable par-^y^- 

PHIACIPE DE L'ÉGALITÉ DE l'aCTIOB ET DE LA RÉ4CT10H 
DANS LE MOUVEMENT. — ■ FORCE d'lKEKTIE. 

187. Considérons un pniut matériel soumis à l'action 
d'une force constante, qui lui fait parcourir une ligne 
droite d'un mouvement uniformément accéléré. Ou peut 
remplacer celle force, quelle qu'elle soit, par un corps qui 

k môme ,^u«î a, 1. fora ,.,odm.e p.r .. 

li.i.on .„ corp, s .r.U 1. mime 1. prière. Or, ,i 
l'on réalise cet état de clioscs en poussant ou en tirant un 
corps quelconque au moyen d'un ressort dont on puisse 
négliger la masse, on reconnaîtra qu'il arrive toujours à uu 
état permanent de tension. Il résultera de là, en ne tenant 
pas compte delà force nécessaire pour produire l'accélé- 
ration du ressort dont la masse est considérée comme in- 
sensible, que ce ressort est sollicité à chaque instant par 
deux forces en équilibre, et par suite égales et contraires. 
Donc l'action exercée à Tune des extrémités du ressort, et 
qui produit l'accélération, est toujours accompagnée d'une 
autre action égale et contraire appliquée à l'extrémité qui 
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est liée au corps. Cette dernière forcées 


t nommée-réaction 


du corps, et les expériences que nous 


venons d'indiquer 


démo 11 Iront que Faction est constat! 


imeni égale h la 


réaction, dans tout mouvement où la i 


'orce est constante; 


cl par conséquent aussi dans le cas 01 


i elle est variable, 


puisqu'on peut toujours la considère! 


■ comme conslante 


dans un intervalle de lemps infinimen 


t petit. C'est celte 


réaction qu'on appelle force d'inertie. 




Le principe élan l établi pour tous le 


s cas où la force est 


produite par des liaisons matérielles, i 


in l'étend naturel- 


Jement an cas même où. l'on n'aperçoit a 


le un intermédiaire 



entre les deux points qui agissent l'un sur l'autre; action 
qui est toujours dirigée suivant la droite qui les joint. Cette 
extension est confirmée par l'accord entre les phénomènes 
observés, et les calculs fondés sur celte hypothèse; et d'ail- 
leurs elle peut être démontrée expérimentalement toutes 
les fois que 1rs corps entre lesquels a lieu l'action mutuelle 
peuvent être liés l'un à l'autre de manière à former un sys- 
tème rigide libre : on reconnaît par l'immobilité de ce 
système que les deux forces sont contraires et égales. 

Nous admettrons donc ce principe général, que toutes 
les fois qu'un point matériel produit une actiun sur un 
autre, ee dernier exerce toujours une action égale et con- 
traire sur le premier; de sorte que, si ces points venaient à 
Être liés invariablement, les deux actions se détruiraient 
exactement. 
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ÉQUATIONS D1HTÉHENT1ELLES DU MOUVEMENT BECIHJGNE. 



EXPUESSION DE LA FORCE D.IMS UN MOUVEMENT 
HECTII.1GHE QUELCONQUE. 

188. Nous avons vu que deux forces constantes sont 
enire elles comme les quantités de mouvement qu'elles ont 
communiquées dans le même temps. It'où il est résulté 
qu'une force constante peut être mesurée jiar ta quantité 

prenant pour unité de force celle qui, dans l'unité de temps. 

Voyous comment on peut ramener à ce cas celui d'une force 

question consiste à déterminer la vitesse qu'elle ferait 
acquérir à l'unité tle masse pendant l'unité de temps, si elle 
conservait l'intensité qu'elle a à l'instant que l'on considère. 

Supposons donc un mouvement rectiligne quelconque; 
soient, v la vitesse du point mobile auquel nous supposerons 
une masse égale à l'uni lé, x sa, distance à l'origine, t le 
temps compté à partir d'une époque quelconque; désignons 
par <f la force variable qui sollicite le point à chaque in- 
stant, c'est-à-dire son rapport à l'unité de force, qui est me- 
suré par la vitesse qu'elle ferait acquérir pendant l'unité 
de temps au mobile en question, dont la masse est égale à 
l'unité. 

Si la force était constante, il suffirait de diviser la vitesse 
qu'elle communiquerait au point dans un temps quel- 



quée dans l'unit de temps. Mais, dans le cas actuel, si la 
force estai un certain instant, elle scia augmentée d'une 
certaine quantité Aœ après le temps Af, ei l'accroisse- 
ment ûf de la vitesse ne sera pas dii à la force a, mais 
pnurrait être produit par une force comprise entre y et 
^ -f- A^j, cl qui agirait avec une intensité constante pendant 
le même temps A t. Cette force intermédiaire sera égale 

à c'est-à-dire ejue celte expression mesure la vilesse 
qu'elle communiquerait au point dans l'imite de temps. 

Mais l'équation rigoureuseinent exacte ff'= — ayant 
lieu quel que soit l'intervalle de temps Af, cl ■J se rappro- 
chant indéfiniment de ç à mesure que At tend vers zéro, 
puisque alors Attend aussi vers zéro, il en résulic, en 
prenant les limites des deux membres de l' équation, 

Telle est la mesure exacte de la force appliquée à l'unité" 
de masse, dans un mouvement rcclilignt* quelconque. Flic 

tend à augmenter la vitesse, et comme négative quand elle 
tend à la diminuer; mais l'expression de celle-ci est ^j> 
et est positive quand le mouvement a lieu dans le sens 
des x positifs : donc la force sera positive quand elle agira 
dans ce même sens, puisqu'elle rendra ^ouv plus grand 
en valeur algébrique; elle sera négative dans le seus con- 

Si dans l'expression de 9 on remplace v par ~, on 



obtient 




189. Si maintenant on considère un point dont la masse 
soit m, la force qui le sollicite sera mesurée par m ~t 
puisque le point qui aurail le même mouvement et une 
masse égale à l'unité, serait sollicité par la force ^ t cl que 

nous avons vu que dans des mouvraient.? identiques, les 
force? sont entre elles comme le? masses. 

On est convenu d'appeler force motrice celle qui est 
appliquée à une masse donnée quelconque; sa mesure e?l 



et Ton appelle force accélératrice celle qui, dans le mou- 
vement que l'on considère, sollicite l'unité de masse ; elle 
a pour mesure 

dp d>x 
dt ' ou dt' ' 

Celte expression, considérée dans le mouvement en lui- 
mime, eu mesure {'accélération positive ou négative. 

tSAGE DE? FORMULES T.ÊN ÉKALES DU MOI;VBMErlT VAHIÈ. 

190. Ces formules sont 

_ _ dt _ d'x 

° ~~di' T — rfî ~~d7' 



ou encore, en remettant pour dt sa valeur tirée de la pre- 
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Examinons les différentes questions auxquelles elles 
peuvent donner lieu. 

1° Supposons que l'on donne x — F{t), on obtiendra 
l'expression de la vitesse et de la forte par de simples difle- 
rentialions par rapport à f . 

a 0 Soi[^ = F((),onaura 

? — dt~~ dt 1 

on eoiinailra doue la force accélératrice. 

On connaîtra fa position du point à chaque instant en 
intégrant l'équation ^ = F(t), qui donne 

* = Jf{,)«/(. 

La constante relative à cette intégration, se déterminera par 
la position initiale du point. 
3° Soita> = F((). 

On connaîtra la vitesse par la formule 
,=j F(r)#, 

et l'on déterminera la constante d'après la valeur initiale 
de v. Soit ainsi v =/(t); on aura la valeur de x au moyen 
de la formule suivante: 

et la constante introduite par cette nouvelle intégration 
dépendra delà position initiale du point. 
4° Soit v = F (x), on eu conclura 

s=, w . « 

la constante se déterminera d'après la position initiale du 



point, ei l'on aura ainsi une équation finie entre x et 
force ç ou ~ sera égale à F'{x)F(x). 

5° Soit ^ = F(.r) ; si l'on remplace <j par on a. 

"~ = ¥{x)\ d'.uï 9é/ = F{*)dK, 
ei, en intégrant, 



i parviendrait encore à ce résultat en remplaçant ç par 
^; on aurait alors 



Si l'on multiplie les deux membres par a — > il vient 

el les deux membres de cette équation sont des dérivées, 
par rapport à f, le premier, de (^^j ' et le second, de 
a J F(x)ilr; ou aura donc 

(£)'='/ /FW '"="' 

ce qui n'est autre chose que l'équation précédemment 
obtenue. 

La constante renfermée dans J se détermine par les va- 
leurs initiales de x et v . Ou connaît ainsi la viti-ssc en un 
point quelconque du mouvement, et il reste à trouver une 
équation entre* et t. Désignons a/F [x) </jrpar/(a) ; nous 
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et la constante sent déterminée par la valeur initiale de x. 
6" Soit enfin o = on aura alors 

î=«* « 

la consume se déterminera par la valeur initiale de v. 
Si l'on peul résoudre celle dernière équation parrappori 

,=/(,)=§, i» .= J>«)*. 

Dans le cas contraire, on remplacera o par - el l'on aura 

£-'">• « 

Si l'on peut effectuer cette intégration, on aura une équa- 
tion finie entre v et x\ cl comme on en a déjà une entre 
( el c, l'élimination de i> en fera connaître une autre en x 
et t. 

Telles sont les différentes questions auxquelles peuvent 
donner lieu les équations du mouvement m.ti ligne varié. 
Leur solution dépend toujours 011 de difler en dations, ou 
d'intégrations du genre des quadratures. Sous renvoyons 
au* Traités spéciaux pour l'application de ces formules à 
des exemples. 



CHAPITRE VII. 

DU MOUVEMENT GÉNÉRAL D'UN POINT LIBRE. 



191. Nous allons maintenant nous occuper du mouve- 
ment le plus général d'un jidÎiil libre sollicité par des forces 
quelconques, qui sont toujours réductibles à une seule, 

ment avec le temps et la position du point. 

La première question que nous allons nous proposer, est 
de déterminer le mouvement que suivrait le point, si, à 
un certain instant, la force continue qui lui est appliquée 
cessait subitement d'agir. Nous savons, par la loi d'inertie, 
qu'il sera rectiligne et uniforme; il ne reste donc à con- 
naître que sa direction et sa vitesse. 

Pour cela, concevons trois axes rectangulaires, de direc- 
tions constantes, et dont l'origine ait précisément ce mou- 
vement que nous voulons déterminer. Si la force n'agit 
plus, le mobile coïncidera constamment avec cette origine. 
Mais si elle ne cessait pas son action, c'est-à-dire si le point 

drail par rapport aux axes mobiles serait, d'après un prin- 
cipe général admis précédemment, celui mémo qui aurait 
lieu par rapport à des axes fixes, si on plaçait le mobile 
sans vitesse à leur point de rencontre, et qu'on lui appli- 
quât la force même qui le sollicite dans son mouvement 
réel. Or l'espace qu'il parcourrait ainsi dans un temps infi- 
niment petit du premier ordre, serait un inGniment petit 
du second , tandis que celui que parcourrait en même temps 
l'origine mobile, serait du premier. 5i donc, sur la direc- 
'7- 



lion rec li ligne que suit le point après la suppression île la 
force, on prend une quantité infiniment petite du premier 
ordre, son extrémité sera h une distance infini me» t petite 
du second ordre, du point de sa trajectoire ; d'où il suit 
d'abord que celle direction rectiligne ne peut être que la 
tangente à celte trajectoire. De plus, l'espace parcouru par 
le point sur sa trajectoire ne différant que d'un infiniment 
petit du second ordre de celui que parcourt l'origine pen- 
dant le* même temps, la vitesse dans le mouvement réel, à 
l'instant considéré, est la même que celle de l'origine. 
Ou peut donc énoncer la proposition suivante : 
Si à un instant quelconque la force qui produit le mou- 
vement d'un point libre cessait d'agir, ce point se mou- 
vrait alors uniformément suivant la tangente à la trajec- 
toire, avec la vitesse qu 'il avait à ce même instant. 

192. Valeur et direction de la force d'après le mouve- 
ment produit. — Considérons une position quelconque M 
\fig. 2ï) d'un point dont la masse est m, et dont les coor- 
données x, y, z sont des fonctions déterminées du temps t. 



Fl|. ». 




Si la force qui agit sur lui cessait à cet instant son action, 
il se mouvrait sur la tangente MT avec la vitesse v qu'il 
a en M. Si donc noua supposons trois axes X', Y', Z' 
constamment parallèles aux premiers, et dont l'origine A' se 
meuve sur Mï avec la blesse constante v, le mouvement 
du point m, par rapport à ces axes, sera identique à celui 
qui aurait lieu par rapport à des axes immobiles, si le 
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point m était placé sans vitesse à l'origine, el sollicité par 
la môme force qui agît sur lui. 

La trajectoire relative aux axes mobiles partira Je A', 

lion dè la séeante A'jh. On peut regarder l'arc infiniment 
petit Je cette courbe comme se confondant avec celte sé- 
cante, el la force comme constante de grandeur et de direc- 
tion, pendant le temps infiniment petit 5. Celle direction 
est celle de la droite décrite, et le mouvement sur cette 

Les projections de cette sécante seront les différences 
des coordonnées de A' el m. Ces dcriiièivs seront exprimées 
par les formules 

- + * fl+ ^— -H \ 6 ' 

a, 6, ■/ étant infiniment petits; relies de l'origine mo- 
bile A' seront exprimées par les deux premiers termes de 
ces formules, puisque les composantes de sa vitesse sont 

sT* 3r ' ,OFle ( l" c ' cs ["'"jee lions de la sécante dé- 
crite d'un mouvement uniformément accéléré, el que l'on 
appelle ta déflation du point, seront 




Elles seront proportionnelles aux cosinus des angles formés 
par la sécante avec les axes et seront du signe même de 
ces cosinus, en considérant le sens de A' vers m, c'est-à- 
dire le sens même de la force. On aura la longueur de In 



sécante on prenant la racine de la somme des carres de ces 
projections, cl, d'après la théorie du mouvement unifor- 
mément accéléré, en la divisant par —, on aurait l'expres- 
sion de la force accclcititrice. Elle contiendra les quantités 
infiniment petites a, S, -/; mais, à mesure que S dimi- 
nuera, les suppositions relatives à la direction et à l'in- 
tensité de la force prendront un caractère de fixité de plus 
en plus grand, et, en passant à la limite, on aura pour 
direction de la force, la tangente à la trajectoire relative; 
au point M son intensité o aura pour expression 

et les cosinus des angles que sa direction fait avec les axes 

, , d'i d'y rf'î 
seront proportionnels a —, -~, cl respect] veinent 

de mimes signes. Ces cosinus seront donc représentés en 
grandeur et en signes par 

i d'x i d'y \ ,nt 

? de ' f <**■' f dt*' 

et les composantes de la force seront exprimées en gran- 
deur et en signe par 

rf'.r d'y d't 

UF' ~dï r ' HF' 

Telle est l'expression des composantes de la force qui 
sollicite l'unité de masse dans le mouvement d'un point 
libre, dont x,y, z sont les coordonnées fonctions du temps. 

quand le mobile aura une masse égale à m, il faudra mul- 
tiplier la force, et, par suite, ses composantes par ni. Si 
donc on désigne par X, Y, Z les composantes de la force 
appliquée au point dont la masse est ni, et qu'on nomme la 
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force motrice, les coordonnées x, y, s de ce point seront 
des fondions du temps, telles que l'on ait à chaque instant 




Ce sont les équations différentielles du mouvement d'un 
point libre. 

193. Usage des équations du mouvement d'un point 
libre. — Ce* équations donnent le moyen de ramener au 
calcul toutes les questions qui peuvent se présenter sur le 
mouvement d'un point. Le cas le plus simple serait celui 
où l'on donnerait x,y, z en fonction de f; ou, plus géné- 
ralement, trois équations finies entre x, y, z, t. En les 
différentiant une fois par rapport à f, on connaîtrait les 
composantes de la vitesse du mobile. Une seconde diucrcn- 
liation ferait connaître les composantes de la force accélé- 
ratrice, et , par conséquent, cette force elle-même en gran- 
deur et en direction. Enfin l'élimination de t x , entre les trois 
équations données, ferait connaître les deux équations de la 

Mais les données de la question sont, en général, moins 
simples. Elles devront toujours fournir trois conditions, 
puisqu'il y a quatre variables X, y, z, t, dont une seule 
est indépendante : mais si l'on pouvait reconnaître à priori 
que la trajectoire est plane, on prendrait deux aves de 
coordonnées dans ce plan, cl il n'y aurait plus que trois va- 
riables, savoir : le temps t et les deux coordonnées, quelles 
qu'elles soient, du mobile. 

Le cas le plus difficile est généralement celui où la force 
est donnée. On connaît alors X, Y, Z en fonction àcx,y, 
z, t, et les équations du mouvement sont de la forme 
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Si l'on peut intégrer le système de ces mois équations 
différentielles du second ordre, on parviendra ;ï trois équa- 
tions entre z, t et si»: confiantes arbitraires. 

G.'s constantes so détermineront d'après les circonstances 
initiales du mouvement. 

On observera, pour cela, que le mouvement du point 
n'est pas déterminé par la seule connaissance de la forte 
qui agit sur lui. 11 faut encore connaître la position où il 
se trouve à un eertain instant, celui par exemple à partir 
duquel on commence à compter le temps; et, de plus, la 
grandeur et la direction de sa vitesse à cet instant. C'est en 
cela que consiste ce qu'on appelle l'état initial du point; 
et l'on voit qu'il renferme si* données nécessaires cl suffi- 
santes, les trois coordonnées du point et les trois compo- 
santes de sa vitesse. 

Or il est facile, au moyen de ces données, de déterminer 
les six constantes introduites par l'intégration. En ell'el, les 
équations intégrales, ainsi que toutes celles qu'on en dédui- 
rait par la différen lia lion, ayant lieu pour toute valeur de f, 
seront satisfaites si l'on y fait /=o. Pour cette valcurde /, ou 
connaît, par hypothèse, les valeurs de x, y, z,^,^,^- 

En les substituant dans les équations intégrales et leurs 
dérivées premières, dans lesquelles on aura fait f = o, on 
aura six équations qui ne renfermeront d'inconnues que 
les six constantes, lesquelles, par conséquent, seront dé- 
terminées. 

Ayant ainsi trois équations entre X,y, z, I, on rentre 
dans le premier cas que nous avons examiné. 

COMPOSANTES DE LA POUCE ACCÉLÉRATRICE SUIVANT 

194. Il estsouvent utile de décomposer la force suivant la 
tangente et une normale à la trajectoire. Désignons par T 



el N ces deux composâmes rapportées à l'unité de masse. 
La prcmiéic s'obtiendra en projetant sur la tangent! 1 les 
trois composantes parallèles aux a y es, ce qui donnera 

il- r iU d'y dy tt't dt 

~ HT* ~dZ ~*~ ~dê ds^"U? ~di 

Or, en difleren liant l'équation 



d'y dy rf'ï dt _ 



Connaissant la résultante et une des deux composantes, on 
aura pour l'autre 

bure R d'une cmirlie quelconque a pour expression, quelle 
que soit la variable choisît.- comme indépendante, 



V (i I .e' + rf'j-'H-./'i'— rf'j' 

d'où résulte 




Il ne reste plus qu'à reconnaître suivant laquelle des nor- 
males à la courbe cette composante est dirigée. 

Or clic est dans le plan qui contient la composante tan- 



gentielle cl la résultante; et les cosinus des angles que ces 
directions foui avec les axes sont proportionnels respecti- 
vement à 

dx, dy, dz et d'x, d'y, d'z, 

Soil Ax -H Bj-l-Cï = i l'équation d'un plan quelconque; 
pour qu'il soil parallèle à ces deux directions il faudra que 

Adx-t- Bdy -l- Cdz =o, 
Att'x + Brf'j--t-Crf'i — o, 

et, en exprimant qu'il passe au point donné, on aura le 
plan qui renlerme les trois forces. Or ces équations sont 
précisément celles qui déterminent le plan osculatcur d'une 
courbe quelconque. D'où il résulte que, dans mouvement 
d'un point libre, la force est toujours située dans le plan 
oscillateur de la trajectoire, ainsi que ses composantes, 
tangent telle et normale. 

49!>. On peut arriver très-simplement, et sans calcul, 
aux résultats précédents. 

En elfet, la ligne A'm (fig. aa, p. a6o) étant décrite 
pendant le temps infiniment petit (?, par l'action de la force 
accélératrice <s, la valeur de celle-ci sera égale « -- jj — * 
et, si Ton abaisse mP perpendiculaire sur la tangente, la 
force tf et ses composantes seront entre elles comme les 
trois côtés du triangle A'mV; elles sont dirigées l'une de P 
vers m, l'autre de A' vers P, et, par conséquent, 

aA'P iVm 

w ' * = — ■ 

en prenant les limites de ces rapports. Or on a 
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Maintenant A'P est égal à MP — MA', et MP ne diffère 
de l'arc Mm que d'un infiniment petit du troisième ordre, 
qui peut être négligé devant A'P qui est du second. Or l'arc 
de la trajectoire étant considéré comme fonction du temps, 
on aura 

et, comme MA'= ^(3, il en résultera 

expression qui sera positive ou négative en même temps 
que ~i c'est-à-dire suivant que la vitesse '-jj sera crois- 
Un te ou décroissante. Multipliant par - el passant à la 
limite on trouvera 

~~ dl' ~ dt ' 

Quant à la direction de la forre, elle est la limite de la 
direcliou de m A', et, par tonséquenl, est comprise dans le 
plan limite du plan M A' m, qui est, comme on le sait, le 
plan osculateur de la courbe au point M. La composante 
normale y est donc elle-même, puisque la résultante et la 
composante tangcnliclle s'y trouvent. Elle est dirigée du 
point M vers le centre de courbure, comme étant la limite 
de la direction Pm, et c'est pour cela qu'on lui donne quel- 
quefois le nom de force centripète. Ou retombe ainsi sur 
les résultats déjà obtenus. 

Si la masse du point, au lieu d'être l'unité, était égale 



à ni, les deux composâmes seraient cl m — ou m — ■ 
190. Force il'iiirrlir. ..SVi ci'iujiosaulns. — Nous avons 
vu que toutes 1rs fois qu'une action s'exerçait sur un corps, 
celui-ci exerçait toujours en sens contraire une action 
égale, que l'on nomme i-éaetion ou forée d'inertie. Si 
l'action s'exerce par la pression ou la traction d'un autre 
corps, ou d'un appareil matériel quelconque, c'est sur les 
points matériel» en contact que s'exerce la réaction. Si elle 
provient d'un corps à distante, c'est toujours sur ee corps 
que la réaction s'opère; et elle est encore égale et directe- 
ment opposée à l'action qui n lieu sur le premier. 

Cela posé, considérons un point libre, ayant une masse m 
et décrivant une trajectoire quelconque sous l'action d'une 

duilc par la trac'lion d'un fil ou par la pression d'un autre 

corps; la force d'inertie sera appliquée à ce (il ou ce corps 

extérieur, au point même de l'espace où se trouve le mobile, 

et pourra Cire décomposée soit en trois forces parallèles 

- , , d'x J'y d'z 

aux axes, égale» a _„,_,-„,_, -m~; son en 

deux forces, l'une langentielle, l'autre normale à la trajec- 
toire, et respectivement opposées aux composantes de la 
force appliquée au mobile : la première, estimée par rap- 
port à la direction du mouvement, sera — m la seconde 
aura pour valeur ™| , sera située dans le plan osculatcur 
de la trajectoire, et dirigée du côte opposé au centre de 
courbure; de sorte que si l'on concevait qu'elle agit sur un 
point sans vitesse pendant un temps fini, ce point se mou- 
vrait suivant la normale en s'éloignant de ce centre. C'est 
pour cette raison qu'on lui a donné le nom de force cen- 
trifuge. 

On fait quelquefois de faux r 



à la force centrifuge, parce qu'on ne se rappelle pas assez 
qu'elle n'est pas appliquée au point en mouvement, mais 
au corps en contact avec lui, el qui, par sa pression ou sa 
traction, délcrmi lierait ce mouvement. Si l'on supposait le 
mouvement produit autrement que par la pression d'un 
corps, la réaction, comme nous l'avons dît, ne serait plus 
appliquée à un point en contact avec celui que l'on consi- 
dère, et la dénomination de fora: centrifuge ne semble plus 
assez naturelle. Par exemple, en regardant le mouvement 
de la terre comme produit par l'attraction du soleil, la 
réaction de la terre est appliquée au soleil; sa composante 
normale l'est donc aussi, et l'on serait obligé de dire que 
la force centrifuge produite par la terre est appliqué» au 
soleil. On ferait peut-Élre mieux de supprimer celle déno- 
mination qui obscurcit quelquefois les choses, et d'employer 
le mol réaction, qui rappelle toujours à quel point la force 
el ses composantes sont appliquées. 
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APPLICATION DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES 
A QUELQUES CAS PARTICULIERS. 



Nous allons employer ici le moyen de découverte que 
nous avons indique dans la première Partie de cet Ouvrage. 
Nous partirons de certaines conditions déterminées, et nous 
chercherons à en tirer des conséquences sans avoir aucun 
hut spécial. Si nous arrivons ainsi à quelque proposition 
importante, nous l'inscrirons à sa place dans la science. 

11)7. Mouvement produit par une force constamment 
normale à la trajectoire. — La condition connue pour 
que deux droites soient perpendiculaires, donne immédia- 
tement, dans le cas actuel, l'équation 

il.c il'x rir <t'y ilz iI'l _ 
Or le douille du premier membre est la dérivée de 

(SHS)'-®" 

ou de (•*, v désignant toujours la vitesse; il eu résulte donc 

On peut donc énoncer celte proposition générale : 
Lorsque la force nui sollicite un point matériel est tou- 
jours normale a sa trajectoire, le mouvement de te point 
est uniforme, et réciproquement. 

On se trouve dans les cnudi lions de celte question, quand 
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on considère un point assujetti h se mouvoir sur une courbe 
ou une surface fixe qui ne produit aucun frottement, et 
qu'on suppose qu'il n'y ail aucune force autre que la ré- 
sistance de la courbe el de la surface : le mobile est alors 
sollicité par une forée constamment normale à sa trajec- 
toire, et son mouvement sera par conséqueut uniforme. 

Remarque. — On aurait pu parvenir à telle conséquence 
au moyen des formules qui expriment ia composante tan- 
gcnlîcllc et la composante normale de la force 'appliquée 
au mobile. 

Eu effet, si la résultante est toujours normale, la com- 
posante tangentiellc -- - est toujours nulle; et par consé- 
quent^! ou la vitesse, a une valeur constante et récipro- 
quement. 

198. Du mouvement produit par une force qui passe 
par un point fixe. — Lorsqu'un point matériel est sol- 
licité par une force dont la direction passe par un point 
fixe, que l'on prendra, pour plus de simplicité, comme 
origine des coordonnées, les cosinus des angles formés par 
la direction de celle force avec les axes, doivent être pro- 
portionnels aux coordonnées x,y, z du point; et, comme 

ils sont proportionnels aux composantes -j^-' ~^T' "fiT ^ e 
la force accélératrice, on aura 
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et, en intégrant par rapport à f, 

dt tir d.r ds tir d.r 

C, C',C étant des constantes arbitraires. 

Si l'on mulliplie la première de ces équations par x, la 
seconde parj-, la troisième par r, et qu'on les ajoute, on 
trouvera l'équation suivante, entre les coordonnées du point 
à un instant quelconque : 

C* + C'j- + C"i = o. 
Le point ne sort donc pas d'un plan passant par l'origine, 
comme on pouvait le reconnaître à priori, on observant 
qu'aucune cause ne tend à faire sortir le point du plan 
mené par le centre d'action et la direction de la vitesse 

Pour interpréter les équations (a), soient Ha projection 
du rayon vecteur mené de l'origine au point mobile, sur le 
plan XY, et 6 l'angle qu'elle forme avec l'axe des x. Nous 
supposerons que les angles croissent de l'aie des x positifs 
vers l'aie des y positifs, de sorte qu'en se plaçant dans 
l'axe des s positifs, on voit s'exécuter de gauche à droite 
le mouvement du rayon qui décrirait les angles croissants. 
Noua regarderons les aires décrites par un rayon vecteur, 
comme croissant dans ce même sens; et il en sera de même 
pour chacun des autres axes, relativement aux deux autres 

pi,,,.. 

Cela posé, on aura l'équation générale 
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en désignant par V l'aire décrite par la projection r du 
rayon vecteur du mobile. 

Si l'on désigne de même par ).' et ?. les aires décrites par 
les projections de ce rayon vecteur sur les plans ZX et ZY, 
les équations (s) donneront 

j\ _ c dV _ G rfr _^ <r 

dt~V ili ~ a ' dt ~ a ' 

d'où 

(3) * = i-Cf, X'= itff, ï* = ic*ï, 

en supposant que les aires commencent avec le temps /. 

Ces équations montrent que les aires décrites, à partir 
de cet instant, par les projections du rayon vecteur du mo- 
bile, croissent pn>|nu iiiiiiirlli'iuenl au temps. Et comme 
le mouvement du point s'elïcctuc dans un plan, il s'ensuit 
que les aires décrites par le rayon vecteur du mobile dans 
ce plan, sont aussi proportionnelles au temps. La valeur de 
ces aires peut s'exprimer facilement, en observant que 
toute aire plane est égale à la racine carrée de la somme 
des carrés de ses projections sur trois plans rectangulaires. 
On aura donc, pour l'expression de ces aires, 

I^C-t-C-t-C". 

Réciproquement, si les aires décrites par les projections du 
rayon vecteur sont proportionnelles au temps, la direction 
de la force qui sollicite le mobile passe constamment par 
l'origine. Car alors les équations (3) auront lieu, et, par 
suite, les équations (a), qui. différen liées, donneront les 
équations (i); or ces équations expriment que les cosiuus 
des angles que fait avec les axes la direction de la force, et 
ceux qui se rapportent à la droite menée de l'origine au 
point s) sont proportionnels, et que, par consé- 

quent, ces deux droites se confondent. 

18 



C'est dans c<:s deux projicsi iions réciproques que consiste 
]c principe des aires pour un point matériel. 

Si te point était sollicité par des fortes dirigées vers deux 
centres fixes, les équations (1) ne seraient plus satisfaites; 
mais la première aurait encore lieu en prenant pour axe 
des z !a droite qui passe par les deux centres. En effet, la 
résultante des forces auxquelles le point est soumis, cou- 
pant constamment l'axe des ses composantes parallèles 
aux axes des x et des y sont proportionnelles à ces deux 
coordonnées; d'où résulte l'équation 



et, par conséquent, le principe tics aires a lieu, dans ce 
cas, pour tout plan pcrpcndiculuirt: à lu droite tjui passe 
par les deux centres, le centre des aires étant pris sur 
cette droite. 

Il est évident qu'il en serait de même si, au lieu de deux 
centres, ou en avait un nombre quelconque situé sur une 
même droite. 

Observation. — Cet important principe des aires a été 
découvert par Newton et exposé dans le livre des Prin- 
cipes. Sa dénioii5traiiou n'est pas fondée sur les équations 
générales du mouvement, qui n'étaient pas connues, et ce 
n'est pas eu les combinant au hasard, comme nous l'avons 
fait, qu'il y est parvenu. Son génie lui a fait apercevoir que, 
la force qui lirait le point dans la direction du rayon vec- 
teur ne pouvant déranger son mouvement que parallèle- 
ment à ce rayon, le triangle décrit par le rayon vecteur 
devait avoir la même aire que si cette force n'agissait pas, 
et le principe est tout entier dans celle première vue. 

199. Expression rt.martpitiblt: rie la forée dirigi'e vers 
un centre fixe, au moyen des éléments de la trajectoire 
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Cette formule infinitésimale est une (les plus importantes 
découvertes de Newton. Pour y parvenir, soit, à une époque 
quelconque, M (f'g- a3) la position du mobile sollicité 




vers le point fixe O, et N sa position après le temps infi- 
niment petit fl; NI parallèle à MO, et terminée à la tan- 
gente à la trajectoire en M ; enfin NP perpendiculaire à OM. 
Désignant la force par f, on aura 



<1 ,-0 -«.V-: 01I.NI> - NI', 



Telle est la formule infinitésimale donnée par Newton dans 
sou livre des Principes ; en observant toutefois qu'il n'a 
pas elierelié à déterminer la valeur de la constante qui est 
représentée ici par ac\ Il transforme cette expression de 
différentes manières. 

Ainsi, en abaissant de N la perpendiculaire NK sur la 
normale, et désignant par eu l'angle de celte dernière avec 
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MO, on aura 

R étant le rayon de courbure de la trajectoire. De là ré- 
sulte, en désignant par p la perpendiculaire OQ abaissée 
de 0 sur la tangente, 

_ i" NM ' _ c> _ <* _ c'r 
r ~r> Ï^oT^.Pp' ~~ r'Rcos'u ~~ p'Rcosa — Rp-' 

200. Ces formules de Newton conduisent à une cipres- 
sion différentielle très-simple de la force centrale 9. 
Prenons, en effet, la formule 



cl subsiiiuons-y à p et R leurs expressions différentielle; 
en coordonnées polaires r, 9, qui sont 



Nous obtiendrons 



formule importante dont nous ferons usage par la suite, ci 
qu'on déduit ordinairement des équations générales du 
mouvement. 
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201. Mouvement produit pur une forer, perpendiculaire 
au rayon vecteur. — Considérons encore le cas où ta force 

fixe. C'est ce qui aura lieu, par exemple, pour un point 
assujetti à rester sur une droite qui tourne suivant une loi 
quelconque autour d'un de ses points, et dont la pression 
normale est la seule force qui sollicite le point. 

La condition donnée sera alors exprimée par l'équation 

rf'.r d'y d'i 

Faisons 

+7' +=' = !-', 

nous aurons, par différenliation, 

<l.r dy dz _ dr 

"Tt +r iï +1 !t- r d l ' 
Diffé rendant de nouveau, il vient 




équation qui, en vertu de la première, se réduit à 

d'r (dry (tuy. 
r dê + (*) =(d,)- 

Nommant to l'angle décrit par le rayon vecteur, ou sait 
qu'on aura 

dp = dr' -+- r»At>: 
Reportant celle valeur de </a' dans l'équation précédente, 
elle devient 
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Celte équation a lieu quelle que soi! la directrice de la sur- 
face conique décrite par le ravon vecteur. 

Si l'on donnait la lui du mouvement angulaire du rayon 
vecteur par une équation entre u et i, il serait possible, en 
combinant cette équation avec la précédente, de déterminer 
à chaque instant la grandeur du rayon vecteur et l'angle 
qu'il a décrit. Cette grandeur du rayon vecteur ne dépen- 
dant pas de la nature de la surface conique décrite, il s'en- 
suit que si l'on développe celle-ci sur un plan, la courbe 
décrite par le point mobile sera la même après le dévelop- 
pement, quelle que soit la directrice du cône, et sera, par 
conséquent, la courbe mime que l'on aurait obtenue en 
faisant mouvoir le rayon vecteur dans un plan, en obser- 
vant la même loi entre m et i. 



2(12. Si l'on désigne par X, Y, Z les composantes de ta 
force motrice qui sollicite un point matériel dont la masse 
est m, les équations générales de son mouvement seront 

li'x d'y , 

-ar=*. -W= T - "1?= 7 - 

Si l'on ajoute ces équations, après avoir multiplie la pre- 
mière par a la seconde par a - ei 
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et, en observant que l'équation 

(Ï)V(ÎH£)" 



Et comme X, Y, Z sont les dérivées partielles d'une même 
fonction T(x,j', z), 011 aura 



cl l'équation jn-ilci-dciî te. iuu-give entre deux limites quel- 
conques, donnera 

(3) mv> - rf = s] — 2F(o, i, r), 

a, 6, c, k désignant les coordonnées du point et sa vitesse, 

On a donné le nom àej'oice vive d'un point au produit 
de sa masse par le carré de sa vitesse. 

On voit donc que, dan) le cas où X dx +- Y//)- + Z dz est 
la différenlielle d'une certaine fonction de x,y, z consi- 
dérées comme v a i «;h1jU-s iiidi'|juiuhutcs, si un point maté- 
riel est soumis à l'action de forces dont les composantes 
totales parallèles aux axes soient X, Y, Z, l'accroissement 
de sa force vive, en passant d'un pointa un autfequelconc|uc, 
pourra s'exprimer au moyen des coordonnées de ers deux 
points, quelles que soient la direction et la grandeur de sa 
vitesse au premier point, quelque temps qu'il mette pour 
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parvenir au second, et quelque ligne qu'il décrive entre les 
deux. 

On peut dire plus généralement, d'après l'équation (s), 

dont l'équation serait F(x,j', ;} = C, avec une vitesse 
connue A dans uncdiiecliun arbitrai rc, lorsqu'il arrivera en 
un point de la surface ayant pour équation F(jc,j; z) = C, 
sa vitesse f peut Être déterminée de grandeur d'après ces 
seules données, et indépendamment du temps employé, de 
la ligne décrite, et du nombre de fois que ce point traverse 
successivement la seconde surface. 

L'équation générale de ces surfaces remarquables étant 
Ffj:, j', z) = c, c désignant une constante arbitraire, elles 
auront la même équation di I féreiilielle 

Xdt-t-Yity-+-Zdi=o. 

angles avec les axes ont des cosinus proportionnels respec- 
tivement à X, Y, Z, et dx, </>-, dz, sont perpendiculaires 
l'une sur l'autre. D'où l'on conclut que la force dont les 
composantes sont X, Y, Z est normale à celle de ces sur- 
faces qui passe par le point que l'on considère. 

Ainsi les surfaces qui pui wu t de la propriété que nous 

li citera il le ni obi II- [il ace en un quel ron que do leur? poiu ts : 

équilibre, en quelque point de ces surfaces qu'il fût posé. 

On leur donne le nom de surfaces de niveau. 

Si la fonction F{x,j\ z) ne peut se réduire à J pour 
des valeurs réelles et finies de x,y, z, deux surfaces de ni- 
veau ne pourront évidemment avoir aucun point commun . 
Dans le cas contraire, comme on peut le voir dans un Mé- 
moire de M. Bertrand, le point matériel n'aura pas toujours 
la même vitesse en revenant à une même surface de niveau ; 



il faillira, pour cela, qu'il ait traversé un nombre pair de 
fois chacune des surfaces de niveau par lesquelles il passera 

203. Si, outre les forces dont les composantes totales 
X, Y, Z sonl les dérivées partielle* d'une fonction des 
variables x,j, z, considérées comme indépendantes, il y 
en a d'autres, perpendiculaires à la trajectoire, on parvien- 
dra de même à l'équation (a). 

Ainsi, la proposition précédente a lieu pour un point 
assujetti à se mouvoir sur une courbe ou une surface fixe, 
et sollicité en outre par des forces telles, que 
X/ix + Ydy ■+■ Zdt 

soil une différentielle exacte par rapport à x,y, z, ce qui 
n'aurait pas lieu s'il y avait un frottement ou la résistance 
d'un milieu; car ces forces ne seraient même pas des fonc- 
tions données de x,y,z. 

204. L'expression Xdx + Ydy + Zdz est une diffé- 

le point sont dirigées yers des centres fixes, el que leurs 
intensités ne dépendent que de la distance du point à ces 

En effel, soient a, J, c les coordonnées constantes de l'un 
quelconque de ces centres ; x, y, z les coordonnées varia- 
bles du mobile, r leur distance, et R une fonction de r qui 
exprime la force qui agit sur le point donné suivant la 
droite qui le joint au centre que l'on considère. Les com- 
posantes de celte force seront 

a — x 6 - r c — z 

R -, R — — — t R 1 

si elle est attractive : il suffirait de les changer de signe si 
la force était répulsive; ce que l'on pourrait effectuer en 



changeant seulement R de signe. I.es icrmcs qui provien- 
dront de celle force dans L'expression Xdx ■+■ Y<ly + Zdi 
seront donc, dans le premier cas, 

R p«-*)'fa-H»-.r)'fr+{«.-0* 'j 

Or, on a 
d'où 

[ „ _ X ) àx -4- ( b - y)dy + (e - m) A = - rdr, 
ce ijiii réduit l'expression précédente à — R</r. Elle de- 
vrait être changée en + R dr dans le cas d'une force ré- 
pulsive. 

Si l'on fait le mime calcul pour les forces R', R", . . . , 

Xrf.* +■ Xdy 4- Zrfi — + Rrfrq; R' + K"dr" + . . . , 

ce qui est une différentielle exacte relativement aux va- 
riables indépendantes x,j , z, puisque R est une fonction 
der, R'de > J , etc. 
On aura donc 

m{f>—t')==f:J R<fr=pJ" R'rfr'rp..., 

^o, '',)•■■ ' étant les valeurs do r, r 1 , . . . , correspondantes 
à la première position. D'où l'on voit que l'accroissement 
(in ciri r de l.i viteis-r est ép;:il h la iomme <]c? nrei oissenients 
qui auraient lieu si chacune des forces agissait seule sur le 
mobile, pendant qu'il passe de l'une des positions à l'antre. 

20î>. Si Je point était sollicité par une force constamment 
perpendiculaire à un plan fixe, et dépendant uniquement 
de la distance a ec plan, les mêmes conséquences auraient 
lieu, parce nue ce n'est, à proprement parler, que le cas par- 
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ticulicr où un centre serait iransporté à l'infini, dans une 
direction déterminée. Mais il est facile de faire directement 
le calcul qui s'y rapporte. 

En prenant ce plan pour celui des x et y, les équations 
générales deviendront 




■■= — k' = n f F(*)<fc. 



Si la fonction F est constante, par exemple s'il s'agit de la 
pesanteur à la surface de la terre, et qu'on prenne l'ave 
des z en sens contraire de la pesanteur, on aura 

et, par suite, 

en désignant par h la valeur de z correspondante à la 
vitesse A. Les surfaces dont l'équation générale était 

qu'un point matériel libre, ou assujetti à se mouvoir sur 
une courbe ou une surface fixe, et qui part d'un point quel- 
conque d'un plan horizontal donné, avec une certaine vi- 
tesse, parviendra à un plan horizontal quelconque avec 
une vitesse qui ne dépendra nullement de la courbe qu'il 
aura suivie pour y arriver, maïs seulement de la distance 
de son point du départ à ce plan. 



CHAPITRE IX. 

MOUVEMENT D'UN POINT StH t'NE COURBE MATÉRIELLE. 



ïïtMi. D'après le principe tle l'inertie, le mouvement rec- 
lîlîgnect uniforme d'un point, quel qu'il soit, même nul, ne 
peut être modifie que par une force étrangère, de quelque 
sourccqu'ellc provienne; que ce soit d'une action à distance 
ou au contact, du clioc d'autres points, ou de la résistance 
d'une courhe on d'une surface matérielle, sur laquelle il est 
obligé de reste i . Si n-t. (iill'ércnlcs fu rires pouvaient être con- 
nues c:n grandeur et en direction, la matière qui compose 
le point serait dérangée de son mouvement rcctiligne et 
uniforme, par ces forées seules, et l'on retomberait dans 
le cas précédent d'un point libre sollicité par des forces 
données. 

Nous allons nous occuper d'abord du mouvement d'un 



extérieures dont la résultante est connue. 
Soient 

T[.r,x,=) = o, F,(*,r,=) = û 
les équations de la courbe donnée; N la force normale in- 
connue produite sur l'unité de masse par la résistance de la 
courbe, et l, ji, 1 les angles qu'elle fait avec les axes; le 
seul eflet de la courbe sur le point, étant de produire celte 
force, on peut faire abstraction de la courbe si Von intro- 
duit cette force; en la réunissant à celles qui sont données. 
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le point pourra donc Être considéré comme libre, et les 
équations générales de son mouvement seront, en désignant 
par X, Y, Z les composantes de la force accélératrice, 

dt* dP r ' dl' 

La direction déterminée par les angles u, v étant per- 
pendiculaire n la tangente, on aura 

dx cosl + dy cosji -f- dt COSJ — n, 

et, de plus, 

COS'Ï ■+- COS'fl -t- cos'v = i. 

On a doue sept équations entre les huit quantités x,y, s, 
J, it, v, N, f; et il sera toujours possible d'exprimer les 
sept premières en fonction de (. Quand on y sera parvenu, 
tout ce qui se rapporte au mouvement du point sera déter- 

Lorsque l'on a 

X <U + Y rf> ■■ +- Z dz = ,/ . T ( x, j . z ! , 
les équations précédentes donnent 

dxd'r + rW'j- J- dzd't " , , 

^r- = d.,{x rJ ,,}, 

et, en intégrant, 



La constante C se déterminera par la valeur delà vitesse y 
au point de départ. D'ailleurs, les équations de la roitibe, 
résolues par rapport à x et y, donneront 

*=/£•). r=/.{»). 

L'équation précédente deviendra donc 
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d'Où 

|(e) désignant une fonction connue de e; on tirera de là 

.=/*♦(.)+*. 

C étant déterminé parla valeur initiale fie z. On connaîtra 
donc ainsi z eu fonction de t, et, par suite, x et y le seront 
d'après les équations de la courbe. 

En appliquan t ces calculs au rasoù la courbe est un cercle 

ploi des séries. Quand lu mouvement sera oscilla luire, il 
sera celui d'un pendule simple. On en trouvera le détail 
dans tous les Traités de Méi:;mique. Il y a une courbe qui 
donne un résultat remarquable, c'est la cycloïde (.lacée de 
manière que son axe soit vertical. On reconnaît facilement 
que, dans ce cas, les oscillations ont la môme durée, quel 
que soit le point delà courbe d'où parle le mobile sans vi- 
tesse initiale. Celte propriété avait fait penser à mesurer 
le temps au moyen d'un pendule simple dont l'extrémité 
décrirait des arcs de i-yiluïde. Mais un pendule simple n'est 
pas réalisable eloll'i ii .ïil d'ailleurs de gravcii inconvénients, 
par les résistances et par la construction même des appa- 
reils. C'esl pour cela qu'on y a renoncé et qu'on n'emploie 
que le pendule circulaire; et ce n'est pas un pendule simple 
qu'on clierthe à réaliser, c'est au contraire un corps d'une 
masse asseï considérable, et dont les oscillations suivent les 
mêmes lois que celles du pendule simple, comme nous le 
verrons plus tard. Ces calculs, an reste, ne sont pas indis- 
pensables pour la construction des pendules qui servent à 
mesurer le temps, cl qui se règlent sur le mouvement diurne 
des astres. 



CHAPITRE X. 

DU MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE MATÉRIELLE. 



207. En supposant que celle surface ne puisse faire naître 
aucun frottement, son action ne pcul consister qu'à pro- 
duire sur le poinl une force normale, qui peut avoir l'un 
quelconque des deux sens, à partir du, point sur la normale 
à la surface. Désignons cette force par N, par ï., fi, îles 
angles quesa direction fait avec les axes, et supposons que 
le point ait une masse égale à l'unité, les équations du 

^ = X-f-Kcosl, ^ — T + Scosu, ^ — Z + Scos., 
rfi' dt> r ' (il 1 

et si F = o est l'équation de la surface, et qu'on pose 

— »s- 

Le double signe de V correspond aux deux sens de [a nor- 
male, et le calcul fera connaître eu chaque point le signe 
qui conviendra. 

Si l'on substitue dans les premières équations les valeurs 



de cosA, cosft, cosv, ou aura 

Kl i tni liant N entre ces (rois c -. [ ii ;i [ 1 < ) 1 1 n , on inra (! 
tionsqui, jointes à F ( j-, y, z) = o, délerminert 
en fonction de f ; et toutes les circonstances du n 
en résulteront. 

Ces calculs, en général impraticables, se simplifient 
quand on a 



C désignant une constant arbitraire, déterminée par l'étal 
En effet, les équations (i) donnent immédiatement les 

>£-*£—- x* + . »(î*-S*)- 

ariabic quelconque, 



Or, en diflerenliam, par rapport 
l'identi lé 
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■011 trouve 

4 "*2-*ï-(î) - '-î-'(î) ; '-& 

et Je même 

En substituant ces valeurs dans les équations (2), et rem- 
plaçant c 1 par 3) M- C, puis éliminant entre 
elles NV, on aura une équation différentielle cuire x,y, t, 
où le: temps n'entrera pas, et qui, conjointement avec 
F(x,j, s) = o, déterminera la trajectoire. Connaissant y 
el s en fonction de x, et en fonction de X,y, z, on par- 
viendra facilement à une équalion de la formule ilt = \{x)tlx, 
d'uù l'on déduira x en fonction de (, et, par suite, toutes 
Jcs circonstances du mouvement. 

208. Pression exercée sur la surface . — La composante 
normale de la résultante de toutes les forées appliquées au 
mobile, en y comprenant l'action de la surface, est dans 
le plan osculatcur de la trajectoire, et égale à g- Cette der- 
nière force est donc la résultante de la force produite par 
la surface, qtji est normale à la surface et, parsiiile, à la 
trajectoire, et de la composante Q normale à la trajectoire, 
de la force extérieure qui agit sur le mobile. Par suite la 
force produite par la surface est la résultante de - et de la 
force opposée à Q. Reste à ronnailre le plan oscillateur, qui 
'9 
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renferme la force- - Si, pour cela, on désignepar 6 l'angle du 
plan oscillateur avec la normale à la surface, cl par <\i celui 
de la force Q avec la même normale, on aura la proportion 

£ :Q::sin4:sinO. 



Celte relation déterminera la direction 




i osculateur 


quand on connaîtra c, R, Q, ii. Dans 1 


ecas ps 




l'on aurait Q = o, il en résulterait S = 


0, et le 


plan oscu- 


laleur serait le plan normal à la surfa 


ce. Ce . 




où la force extérieure est nulle, ou lange 






il comprend donc celui où il y aurait for 




t sur la sur- 


face, ou une résistance de milieu. Dan 


s ces cl ï 


vers cas, le 


plan osculateur de la trajectoire étant co 




lent normal 


à la surface, cette ligne est la plus cou 


rte que 


l'on puisse 


mener sur la surface entre deux quel loi 


,ques d, 





On peut reconnaître directement que lorsque la force 
extérieure est nulle ou dirigée: suivant ta tangente à la tra- 
jectoire, le plan osculateur do celte courbe est normal à la 
surface. En effot, ce plan doit renfermer la tangente à la 
trajectoire et îa résultante totale, c'est-à-dire une des com- 
posantes et la résultante : il renferme donc l'autre compo- 
sante, qui est la normale à la surface, et, par conséquent, 

Nous renvoyons aux Traites 'spéciaux pour les applica- 
tions de la méthode générale à des surfaces particulières. 
Ces calculs offrent encore plus de difficulté que ceux qui se 
rapportent aux courbes fixes. 
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CHAPITRE XI. 

DU MOUVEMENT RELATIF TVUN POINT. 



209. Les principes précédents et toutes les conséquences 
que nous en avons déduites, concernent le mouvement rap- 
porté à un système immuable dont les diverses parties con- 
servent les méinessituations les unes par rapport aux autres, 
Jors mime qu'elles ne seraient pas liées invariablement 
entre elles. 

Lorsque nous avons reconnu la présence d'une force ac- 
compagnant le déplacement d'un point, ce déplacement 
était relatif; lorsque nous avons démontré, par exemple, 
qu'un point qui décrivait un cercle d'un mouvement uni- 
forme était sollicité par une force constante dirigée vers le 
centre, il s'agissait d'un cercle relatif et d'un mouvement 
relatif. La force centrifuge qui en résultait si le cercle était 
matériel, pressait ce cercle, lié au système, par suite du 
mouvement relatif qui était le seul auquel les équations 
s'appliquaient. Celle conséquence reconnue expérimenta- 
lement, et antres semblables, ne pourraient donc être in- 
voquées pour prouver l'eïistence d'un prétendu mouvement 
absolu, dont on ne peut même donner une définition. 

Nous allons maintenant supposer que le système par rap- 
port auquel on considère le mouvement d'un point, est 
rigide, et en mouvement par rapport au système fonda- 
mental dont les points, liés ou non les uns avec les autres, 
conservent indéfiniment les mêmes positions relatives, et 
auquel on rapportera tous les mouvements. Pour la clarté 
et la brièveté du discours, on pourra nommer ces derniers 
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mouvements absolut, et appeler relatifs ceux qui seront 
rapportés au système rigide eu mouvement. Pour plus de 
commodité, nous rapporterons les positions relatives du 
point à trois axes rectangulaires liés invariablement au sys- 
tème mobile, de sorte que la position de ce point sera dé- 
terminée à chaque instant dans le système par ses coordon- 
nées relatives à ces axeî; et le tout sera rapporté à trois 
axes que nous appellerons fixes, en entendant toujours par 
là qu'ils sont liés invariablement au système fondamental 
auquel tous les mouvements sont rapportés, et relativement 
auquel tous les pi lnu'i|.ei, généraux sont admis. 

210. Le problème que nous nous proposons peut alors 

Le mouvement d'un système rigide étant déterminé , 
trouver le mouvement relatif d'un point dont on donne 
râlât initial et les forces par lesquelles il est sollicité. 

Et cette question peut être envisagée sous la forme sui- 

Dèlc.rminer par rapport à des axes fixes un mouvement 
qui soit identique au mouvement du point en question par 
rapport aux axes mobiles. 

Newton est le premier qui ait résolu cette question, qu'il 
s'était proposée à l'occasion du mouvement des planètes 
autour du Soleil. Ce grand géomètre, après avoir créé la 

répulsive d'un centre fixe, a bien compris qu'ellen'élaitpas 
immédiatement applicable au mouvement des planètes, si 
le Soleil n'était pas immobile. Et il ne pouvait le supposer 
immobile après avoir établi le système de l'attraction uni- 
verselle. Il a donc été oblige de tenir compte du dérange- 
ment produit sur le Soleil par l'action des planètes. Et alors 
en se bornant au système d'une seule planète et du Soleil, 
il s'est posé le problème suivant : 
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Connaissant les forces qui sollicitent deux points libres, 
trouvai- le mouvement de l'un par rapport à des axes qui 
sont transportés parallèlement a eux-mêmes et passent 
comtunimrtti pnr l'aiitu- punit. 

Pour ramener ce mourem^i relatif à un mouvement 
absolu, et D'avoir plus qu'à appliijin r sa bc-llo théui ie des 
furccs dirigées vers un centre fi\c, il a posé un principe 
général que nbus ferons cuntiaitrr lorsque nous pai lirons 
de lagi-ai.de découverte de l'attraction universelle; nous 
nous bornerons ici à roonlrci ruminent li s théories précé- 
ilenus resoht.nl immédiatement la question du iiiennemeiit 
relatif. 



CHAPITRE XII. 



MOUVEMENT RELATIF A DES AXES QUI SE MEUVENT 
PANS CHANGER DE DIRECTION. 



211 . Soient x, y, s les coordnimces d'un point mobile M, 
par rapport à des axes fixes, auxquels sont constamment 
parallèles les axes mobiles ; x', y', z' les coordonnées du 
même point par rapport à ces derniers, et a, b, c celles de 
l'origine mobile A. On aura les équations 

(■] x = a + .T', } ~b+y, îr^c + i'. 



Et si l'on construisait à chaque instant par rapport à des 
axes fixes un point M' dont les coordonnées seraient égales 
à x', y', s', ce point aurait un mouvement absolu identique 
au mouvement relatif du mobile donné. 

Les positions initiales étant données, ainsi que les com- 
posantes des vitesses de l'origine et du point donné, on 



connaît les valeurs initiales 



dx dj- 



da db de . i, i , , t dx dy' d: 

-r , — , —, et par suite, celles de xr, y , z , — , —, 
dl dl dt r ' ,J ' ' de dl dt 

qui constituent l'état initial du point M'. Ces valeurs 



ih^^dx da efy' ily db dz' dz de 
dt ~ dt aï* ~dt~ Ht Ht' ~dî~~di~~dï' 

On voit par là que la vitesse inilia/e du M', ou la vitesse 
relative, est la résultante de la vitesse initiale, de M et 
de la vitesse initiale de A, prise en sens contraire. 

C'est ci- qu'il i-st facile d'établir géométriquement, comme 
noua l'avons fait dans V Introduction du Cours de Mcca- 

Lcs équations (3) donnent 

(4 - dt>~ dt'~~dT>' HF~d7ï~~3iï' ~dl T '~dT'~ dt* 
Or, les seconds membres de ces équations sont connus. Eu 
-effet, ~t jj^i ^ sont les composâmes de la force accé- 
lératrice appliquée an point M ; ce sont donc des fonclioiw 

Quant à il y a deux cas a considérer. Si 

l'on donne le mouvement du l'origine A, ce sont des fonc- 
tions connues de f. et les seconds membres des équa- 
tions (4) sont des fonctions connues de ,r, y, z, t, et, par 
suite, de ï',/, i', t'. 




Maïs a, li, c pourront se déterminer séparément, puisque 
l'on connaît l'état initial de l'origine A et la foi-ce ac- 
célératrice qui lui est appliquée; on connaîtra donc le 
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mouvement dece point, cl l'on rentre dans le premier cas, 
°" ïft 7 ' î/f"' 1/r 5<m " i M' 0 " c lic"is connues de '■ Les seconds- 
lions de *',"(; en les intégrant, on aura x',y', z' 
en fonction de /, cl le problème sera résolu. 

212. Les équations (4) font connaître immédiatement 
la force qu'il faudrait appliquer à un point, pour qu'il eût 
un mouvement absolu identique au mouvement relatif 
cherché. 

En effet, dans ce mouvement absolu les coordonnées du 
point ont les mêmes valeurs que z'\ les premiers 

membres de (4) sont donc les composantes de la force accé- 
lératrice dans ce mouvement, c'est-à-dire de la force accé- 
lératrice relative. Or les premiers termes des second» 
membres sont les composantes de la force donnée, les 
seconds termes climiyrs <\f si^iie sont les composantes de la 
force accélératrice qui donnerait à un point libre le mon- 

donc la proposition suivante : 

La força accélératrice relative est la résultante de la 
force donner, et de la force égale et opposée à celle qui 
produirait le mouvement de l'origine. 

L'état initial du mobile dans ce mouvement absolu se 
déterminerait comme nous l'avons indiqué. 

Celle proposition peut encore se déduire de considérations 
géométriques, comme nous le ferons voir tout à l'hcnrft 
dans le cas général. 



CHAPITRE XIII. 



MOUVEMENT D'UN POINT PAR RAPPORT A UN SYSTÈME RIGIDE 
ANIMÉ D'UN MOUVEMENT CONNU QUELCONQUE. 



213. Lorsque le svslémc rigide n'avait qu'un mouvement 
de translation, nous avons pu supposer indifféremment 
que ce mouvement était connu, ou que l'on donnait seu- 
lement les forces rapnbles do produire sur un point mntéricl 
le mouvement mémo d'un point du système mobile. Dans 
le cas actuel, nous supposons connu le mouvement de ce 
système, parce que le problème do sa détermination d'après 
des forces données serait trop compliqué, et d'ailleurs 
nous n'avons pas encore fait conmiilre le moyen de te mettre 
en équation. En conséquence, nous prenons comme donné 
le mouvement de trois axes liés au système; de sorte que 
les coordonnées de leur origine, ainsi que les angles formes 
par ces axes avec les a\csjijces de coordonnées, seront des 
fonctions connues du temps; et la question a toujours pour 
objet de déterminer en fonction du temps les coordonnées 
par rapport aux axes mobiles, du point donné qui est sol- 
licité par une force absolue donnée. 

Les équations qui lient les coordonnées du point par 
rapport aux axes fixes et au* axes mobiles sont 
( x = \ + ax> + hy' ■+■ ci'. 

Comme nous l'avons dit, a, b, c, a", b', c', n» V,e* 

«ont des fonctions données du temps, et il s'agit de trouver 
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z' en fonction du temps. Pour obier 



des équations 
iffilde rcmar- 



nuer nue l'on d.mn,: 1rs expressions de V"' ~TT 
11 e df lit' ... 

sont Jes composantes de la force accélératrice agissant sur 
le mobile; ces expressions peuvent dépendre du temps f 
et des coordonnées x,y, z qui s'exprimeront cnx',y', 2', 
au moyeu des équations (1). On voit donc qu'eu dille- 
renlianl deux fois ces dernières, on aura trois équations 
différentielles du second ordre entre x\ y', a', En les in- 
tégrant, on aura x 1 , y', z' en fonction de f et de six cons- 
tantes arbitraires se (lélrmii lieront au moyen des valeurs 



11 moyen des équations (1) et de leurs premières 
dérivées, puisqu'on connaît les valeurs initiales de x, y, 2, 



r les équations (1) 



-3« 



Les premières parties des seconds membres sont les va- 



leurs qti auraient —i — si x ,y , ï eUienlcomtanls; 
ce sont donc les composantes parallèles à j-, )•, z de la vi- 
tesse absolue du point du système qui i oim ide avec le mo- 
bile, dans la position quelconque où on le considère : les 

parallèlement aux axes des' x , y , z . Les équanous (a) 
expriment donc que la vitesse absolue du point est la résul- 
tante de sa vitesse relative, et de t elle du point du système 
qui coïncide averlc mobile dans la position que l'on consi- 
dère. Et, par conséquent : 

La vitesse relative du mobile est la résultante de sa 
vitesse absolue et île la -vitesse, prise en sens contraire, du 
point du système qui coïncide avec ta position que l'on 
considère dit mobile. 

C'est re que l'on peul facilement établir sans calcul. 
(Voyez Cours de Mécanique.) 

214. Les valeurs de ~ que fournissent ce» 

dt' dt' dt' n 

équations (l) elifféivnliiVs deux fois, cl qui sont les compo- 
santes de la force accélératrice relative, préscnlcnt une dé- 
composition de celte force, beaucoup plus compliquée que 
dans le cas où te système n'a qu'un simple mouvement de 
translation. Cette décomposition offre de l'intérêt, bien 
qu'elle ne dispense pas des calculs que no tu venons d'indi- 
quer ; c'estM.Coriolis qui l'a fait connaître, et l'a déduile de 
la forme des expressions dc^-> - Mais on peut 

y parvenir facilement par la décomposition géométrique 
de la déviation relative. 

D'après la définition que nous avons donnée de la dévia- 
tion, on obtiendra la déviation relative du mobile en une 
quelconque de ses positions M, en cherchant sa position 
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relative après un temps infiniment petit S, et la joignant à 
la position qu'aurait sur la tangente à la trajectoire rela- 
tive, un point parlant de iM ci) mime temps que le mobile, 
avec une vitesse constante égale & la vitesse relative du mo- 
bile en M. Elle sera la déviation dans le mouvement absolu, 
identique au mouvement relatif; et en la divisant par — i 

nu aura I r\ pression de l.i furce accéléra Iriin: dans rr n - 

vement absolu, ou de la force accélératrice relative. Nous 
allons montrer comment cette déviation relative peut être 
décomposée en d'autres plus simples, d'où résultera la dé- 
composition de la force elle-même. 

Suient M [fig. 24) une position quelconque du mobile, 
MU sa trajectoire absolue, MU' sa trajectoire relative, 



Fig. M- 




c'est-à-dire la 'courbe qui, liée au système mobile, ren- 



ferme toujours la posi 


lion absolue du point; MU, ! 


a tra- 




inl du système qui coïncidai 


t tvec 


le mobile en M. Si l'on 






MU', MU, des quantit 


ésMT', MT| égales auvespat 


«que 


parcourraient dans un 


temps inGnimenipelit 9, des n 


lobîlcs 


partant de M, l'un avi 


:c la vitesse relative, l'autre i 


,vec h 



vitesse du point M du système, ces quantités pourront re- 
présenter ces vitesses, et la diagonale MT du parallélo- 
gramme T'MT.T représentera en direction et en grandeur 
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la vitesse du point sur sa trajectoire MU; de sorte qu'un 
après k Ujl. ^ h è . B 

les positions des points qui déerivcnl les trois courbes en 
pariant de M; la courbe MU' sera transportée avec le sys- 
tème, auquel elle est liée, et par conséquent la position m' 
du point mobile se confondra avec sa position absolue m, 
et le point M du système sera en m, ; de sorte que, pour 
avoir la position du système après le temps fl, il faudra lui 
donner un mouvement de translation qui amène M en m t , 
et ensuite un mouvement de rotation autour d'un axe pas- 
sant eu m, et dont la direction différera infiniment peu de 
l'axe instantané correspondant au point infiniment voi- 
sin M. 

Maintenant il est facile de voir que les lignes Tin, T'm', 
T,/n, sont les déviations, dans le mouvement absolu du 
mobile, dans sou mouvement relatif, et dans le mouvement 
du point du système. Elles donneraient ces forces mêmes 
en les divisant par la même quantité - ; elles peuvent donc 
être prises pour représenter proportionnel Icmi'iit ces trois 

Pour reconnaître la dépendance qui existe entre ces 
lignes, il faut effectuer le mouvement du système et recon- 
naître sa position après le irnips 0. 

rallélc qui amène M en m,, en deux mouvements, dont le 
premier amènerait M en T„ puis de T, en m,. Tous les 
points du système auront des mouvements identiques. La 
première translation amènera T' en Tj la seconde l'amè- 
nera en m", en menant Tm" parallèle et égale à T,m,. II 
ne reste plus qu'a effectuer la rotation autour d'un axe m,l 
passant par m,, et le système sera parvenu à la position 



qu'il occupe réellement après lu temps fl, et (ians laquelle 
le point m' est le point m lui-même, de sorti: qu'il n'est 
nécessaire de s'occuper que du mouvement de m". Soit fi 

à ni, la ligne fini représentera en direction et en grandeur 
la déviation relative T'm'. 

Le quadrilatère Twjtm" donne la solution de la ques- 
tion. En effet, ïm est la déviation dans le mouvement 
alisolu du point, fini la déviation dans le mouvement rela- 
tif, Tm" celle du mouvement du point du système. Il ne 
reslc donc qu'à reconnaître la grandeur et la direction du 
quatrième coté m"fi, et l'on connaîtra les trois forces dont 
on pourra considérer la force relative comme la résul- 
tante. Ce côté ni"ft est un arc de cercle décrit par m" tour- 
nant autour de m t I, que l'on peut considérer comme paral- 

avec laquelle s'opère ce mouvement peut être regardée 
comme la même que la vitesse angulaire <û autour de 
l'axe imtanlanc en M ; car il ne peut résulter de là que 
des erreurs infiniment petites par rapport à la quantité à 
calculer. L'angle décrit par le système autour de l'axe 
en m, peut donc être considéré comme égal à ùi9. Pour 
avoir le rayon de l'arc nt"n, il faut abaisser de m" une 
perpendiculaire sur m,l, qui est égale à m,m"s'ui$, o" étant 
l'angle de m, m" avec m,I, ou de la tangente à la trajec- 
toire relative avec l'aie instantané. Or, si l'on désigne 
par v r la vitesse relative, on aura 



donc f* m* sera égal au produit de i> r 6s\nô par wS, et, par 
conséquent, 



Quant à la direction du côté mfp, elle est évidemment 



perpendiculaire au plan lui, ni", ou à un plan passant par 
l'axe instantané et la direction de la vitesse relative, cl le 
sens du mouvement qui l'a décrit est celui de la rotation 
autour de l'axe instantané. 

Si maintenant on regarde les quatre rôles du quadrila- 
tère comme représentant des forces, um sera la résultante 
de» trois forces fim", m"T, Tm ou Tra, m,T„ ftm", et, 

a La forcée accélératrice relative est la résultante de 
n trois forces accélératrices. 

.. La «coude est, en sens contraire, celle qui do une - 
» rait à un point libre le mouvement du point du sys- 
n tème qui coïncide avec le mobile à l'instant que l'on 
» considère. 

d La troisième est ae,w siiio; sa direction est perpen- 
» diculaire au plan mené par l'axe instantané et la direc- 
» lion de la vitesse relative, et dans le sens opposé au mou- 
» vemeul de rotation du système, n 

215. Ou passera de ce cas général au cas plus simple par 
lequel nous avons commencé, en supposant nul le mouve- 
ment de rotation ; la troisième composante disparait alors 

sultat obtenu précédemment- 
Si le mouvement du système consistait dans une simple 
translation uniforme et recliligue, il ne resterait que la 
force donnée, et la proposition précédai le se réduirait à 
dire que le mouvement absolu, identique au mouvement 
relatif, ne dépend que de l'état initial relatif et de la force 
donnée, et nullement du mouvement des ases, ce qui n'est 
autre ebose qu'un principe que nous avons admis comme 
résultat d'expériences. 
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216. EoBn considérons le cas où le système a un mouve- 

santedelaWce relalivecst précisément la force ccnlrifnge'en 
rc poin) ; la troisième composante est toujours amu>v r ùaS, 
Voyons ce que deviennent eus expressions; cl prenons, 
pour fixer lus idées, le cas où le système rigide est la terre. 
Sous considérerons ici la terre comme ayant un mouve- 
ment uniforme de roiation autour de son a\e immobile, et 
n'étant soumis à aucune action étrangère; la rotation en- 
tière s'effectue dans un jour sidéral, c'esi-à-dire dans un 
temps exprimé par le nombre 86t64, en prenant la seconde 
pour unité; d'où résulte 




ce qui est une très-petite quantité. L'angle <3 est celui 

complément de celui qu'clli; fiil avec l'équ:iteur; de sorte 
que v, sintî est la projection de la vitesse relative sur 
J'équatcur. 

Ea supposant la vitesse relative peu considérable, la 
troisième composante est très-pulite par rapport aux Jeux 
autres; et, si ou la néglige dans une première approxima- 
tion, on arrive à la proposition suivante : 

Le mouvement apparent d'un point h la surface de la 
terre peut être calculé en supposant la teire immobile, et 
joignant lu force, centrifuge à celles qui agissent effecti- 

Si l'attraction de la terre est la seule force agissant sur 
le point, ou retombe sur le résultat déjà obtenu clans le 
calcul de la force qui sollicite lus corps à l'état de repos, 
en tenant compte du mouvement de rotation de la terre. 

La composante que nous avons négligée produit des per- 
turbations dont nous ne parlerons pas ici. C'est elle qui 
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produit le phénomène, observé depuis longtemps, de la 
déviation des corps vers l'est, quand on les abandonne sans 
vitesse à l'action de la pesanteur. C'est encore elle qui 
p'roduït le mouvement du plan d'oscillation du pendule, 
mouvement que Poisson avait pensé devoir être insensible, 
à cause de la politesse de celle force, mais dont les belle» 
expériences de M. Foucault nous ont fait connaître la 
réalité. 

217 . Remarque générale. — Le mouvement relalifcoïn- 
cidant avec un mouvement absolu dans lequel l'état initial 
serait le même que l'état relatif initial, et dans lequel la 
force serait la résultante de la force donnée et des deus. 
forces fictives, c'est-à-dire la force relative, il s'ensuit que 
toutes les propositions démontrées dans le mouvement 
absolu d'un point libre, subsisteront dans le mouvement 
relatif, en y considérant le point comme soumis à l'ac- 
tion de la force relative. Nous allons en donner quelques 
exemples. 

218. Principe des aires dans le mouvement relatif. — 
La remarque que nous venons de faire nous donne immé- 
diatement les conséquences suivantes : 

Lorsque la force relative d'un mobile passe constam- 
ment par un même point du système en mouvement, la 
trajectoire relative du mobile est plane, et te rayon -vec- 
teur, mené du point constant au mobile, décrit des aires 
relatives proportionnelles aux temps correspondants. 

Et réciproquement : 

Si le rayon vecteur mené d'un point constant du sys- 
tème au mobile, décrit des aires, dont les projections sur 
trois plans rectangulaires liés au système croissent pro- 
portionnellement aux temps; ou, en d'autres termes, si la 
trajectoire relative iT un mobile est plane, et que les aires 
décrites par son rayon vecteur partant d'un point con- 



tlant de ce plan, croissent proportionnellement, au lempi, 
la force relative qui agit sur le mobile passe à chaque 
instant parce point constant. 

219. Équation des forces -vives dans le mouvement 
relatif d'un point libre. — En considérant le mouvement 
absolu qui est identique au mouvement relatif du mobile, 
la moitié de l'accroissement de la force vive dans ce mou- 
vement, pendant un temps infiniment petit, sera égal au 
travail des forces pondant ce même temps. Donc, en intro- 
duisant les dénominations du mouvement relatif, le travail 
élémentaire de la force relative est égal à la moitié de la 
force vive relative, correspondante au même temps. Or le 
travail d'une force est égal à la somme de ceux de ses com- 
posantes, et le travail relatif de la troisième composante 
de la force relative est nul, puisque cette force est per- 
pendiculaire à la vitesse relative, et, par conséquent, à 
la trajectoire relative. On penl donc énoncer cette pre- 

Dans le mouvement relatif d'un point libre, la moitié 
de l'accroissement de la force vive, dans un inteivalle 
infiniment petit, est égale au travail correspondant île la 
force réelle, plut au travail de la force d'inertie que pro- 
duirait le point, s'il était lié au système à l'instant que 
l'on considère. 

220. Vu mouvement relatif d'un point qui n'est pas 
libre. — Considérons maintenant le cas où le mobile dont 

libre. Il peut être lié par une ou par deux équations, et ces 
équations peuvent renfermer d'une manière quelconque le 
temps, ainsi que les coordonnées absolues et relatives du 
point. Comme les équations de transformation des coor- 
données permettent d'exprimer les unes au moyen des 
autres, on peut supposer que ces équations ne renferment 
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que le temps e[ les coordonnées relatives, par exemple. Le 
point se trouve ainsi assujclii, par chaque éqiiaiion, à res- 
ter sur une surface variable avec le Lemps, et donnée à 
chaque instant de forme et de position par rapport au sys- 
tème des axes mobiles. 

Celte surface produit à chaque instant une force nor- 

poinl, ou pourrait supprimer la surface; et. s'il n'existait 
que celle seule liaison, le point pourrait alors Être consi- 
déré comme entièrement libre, et l'on rentrerait dans le 
premier cas. D'où résulte cette proposition : 

Lorsque le mobile est assujetti à rester sur une surface 
donnée, variable île forme et rie position, la force rela- 
tive te déterminera comme dans le cas d'un point libre, 
pourvu ijne l'on joigne à la force donnée une forée indé- 
terminée, normale à la surface, au point où se trouve le 
mobile, et à l'instant que l'on considère. 

Si, au lieu d'une seule surface, on en avait deux, on 
agirait de même pour la seconde, et l'on aurait une se- 
conde force indéterminée, normale à la seconde surface. 
Ces ileux forces se composeraient en une seule, indéter- 
minée en grandeur, et assujettit! à se trouver dans le 
plan normal à la courbe d'intersection des deux sur- 
fre„. 

On voit que, dans le cas où le point est lié par une seule 
équation, il s'introduit par cela même une nouvelle quan- 
tité inconnue, mais il s'ajoute en même temps une équation 
connue entre les coordonnées et le temps. Si le point est 
lié par deux équations, il s'intioduït en même lemps deux 
inconnues; de sorte que le nombre des inconnues est tou- 
jours égal au nombre des équations. 

D'après la remarque générale que nous avons faite sur 
l'extension au mouvement relatif, des propositions démon- 
trées dans le mouvement absolu, il est presque inutile de 
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dire que l'équation des fortes vives relatives aura lieu lors- 
courbe île forme constante, et liée invariablement au sys- 
tème des axes mobiles. Et, en effet, la force qu'elle produit 
étant normale à la trajectoire relative du mobile, donne 
un travail élémentaire égal à zéro. 

qui se rapportent au mouvement d'un point. Nous eu ferons 
quelques applications importantes dans le Livre suivant. 



CHAPITRE XIV. 



COMMENT L'ASTRONOMIE EST DEVENUE UNI- SCIlîNfUi 
DE RAISONNEMENT. 



221. L'Astronomie a clé longtemps uni; science d'obser- 

Nous allons montrer comment celle grande transfur- 

demenl par quelle suite d'observations cl de raisonnements 
l'Astronomie était parvenue au point où elle était lorsque 
ce grand liotumc a paru. Ce sera un exemple intéressant 
des méthodes par lesquelles on peut déduire de faits parti- 
culiers, des faits généraux pouvant, servir de base à une 
science de rai sou ne m en t. 

Un observateur attentif, aidé d'instruments bien simples, 
reconnaît facilement ijue tous les astres, y compris le soleil 
et la lune, se déplacent d'une manière continue, et sem- 
blent tourner uniformément, en conservant les mimes po- 
sitions relatives, autour d'un axe mené du point de la terre 

cela, étoile polaire. Or, en quelque point de la terre que 
soit placé l'observateur, il reconnaît qne l'axe de cette ré- 
voluiioti est toujours dirigé de la même manière par rap- 
port aux étoiles, ijui semblent former un système rigide; 
d'où il est facile de conclure que la distance de la terre 
aux étoiles est iu comparable ment plus grande que celles 
des différents lieux d'observation sur la terre. La durée 
de cette révolution se nomme jour sidéral. 
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Mais on s'aperçoit bien lui que les positions relatives de 
tous les astres ne restent pas constantes ; il suffit d'observer 
la lune quelques jours du suite, pour reconnaître des chan- 
gements notables dans ses distances aux étoiles. Il en est de 
même du soleil, dont le déplacement est environ douze fois 
plu lu. 

Outre ces deux astres qui se présentent les premiers, il 
en est quelques autres que leur peiitesse a fait d'abord con- 
fondre avec les étoiles, cl dont le déplacement est bien loin 
d'offrir n l'observateur une aussi grande régularité. On 
leur a donné le nom de planètes. 

222. Détermination des points sur la sphère céleste, — 

tant les positions à deux grands cercles de la sphère céleste 
idéale, dont l'observateur occupe le centre, et sur la sur- 
face de laquelle il projette tous les astres par des rayons 
visuels. L'un de ces cercles est perpendiculaire à i'axe du 
monde, autour duquel s'effectue la révolution diurne com- 
mune a tous les astres, et se nomme Vèqttateur céleste; le 
second a son plan perpendiculaire au premier et passe par 
une étoile choisie arbitrairement. Cela posé, un poiut 
quelconque sera déterminé sur la sphère en menant un plan 
par ce point et l'axe du monde, ce qu'on appelle un plan 
méridien, puis cherchant l'angle de ce plan avec le premier 
méridien, et la distance du point n t'éqiiateur, comptée sur 
le méridien du point. Le dernier de ces angles se nomme la 
déclinaison du point, et l'autre son ascension droite. Ce 
sont là les deux coordonnées que l'on emploie pour une pre- 
mière détermination des points, et qui ont servi pour tra- 
cer les courbes qui représentent la marche apparente du 
soleil, de la lune el des planètes pour un observateur placé 
à la surface de la terre. 

On a reconnu ainsi que le centre du soleil décrit sur la 
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sphère céleste un grand cercle qui semble invariable, et 
dans un intervalle de temps constant, qu'on nomme une 

223. Autre système du coordonnées. — Le centre de la 
lune semble aussi d'abord décrire un grand cercle, mais ce 
cercle n est pas invariable comme l'écliptique, et l'élude ap- 
profondie de son déplacement, et surtout des mouvements 
des planètes, a fail sentir l'utilité qu'il y aurait à rapporter 
les points à deux autres grands cercles coordonnés. L'un 
est l'écliptique; l'autre lui est perpendiculaire, et passe 
parlespoinlsoùTécliptiquc rencontre l'équateur, et qu'on 
nomme points êquinoxiaux, parce que quand le soleil passe 
par l'un ou l'autre, le jour a la même durée que la nuit, 
pour tous les points de la terre. Ces points se déterminent 
facilement en cliercliant chaque jour la déclinaison du 
soleil. Elle est nulle aux équinoxes; et celle position ainsi 
que l'époque où elle a lieu se trouvent par de simples 
proportions d'après les ascensionsdroiles, et les déclinaisons 
observées, les jours qui précèdent et ceux qui suivent le 
passage du centre du soleil par le plan de l'équateur. 

Dans ce nouveau système de coordonnées angulaires, ou 
détermine un point quelconque en y faisant passer un plan 
renfermant les pôles de l'écliptique; ce plan coupe l'éclip- 
tique en un point dont la distance à l'équinoxn choisi pour 
origine se nomme la longitude du point; sa latitude est 
sa dislance à l'écliptique, comptée sur le grand cercle per- 

La transformation de coordonnées pour passer d'un sys- 
tème à l'autre, se fait par des formules très-simples; et c'est 
toujours l'ascension droiti- <?l h déclinaison que l'on cherche 
par l'observation ; il serait beaucoup moins commode de 
chercher directement la longitude et la latitude. Mais pour 
donner la précision nécessaireà toutes ces déterminations, 
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il faut définir exactement le point par leijutl on fait passer 
l : équaieur et les méridiens; et pour cela , il fout connaître 
la figure et les dimensions de la terre. 

224. Figure de la terre. — Nous allons indiquer rapide- 
ment comment on a pu y parvenir. Quelques observations 
sur la dispariliou progressive de la niiture de vaisseaux s'é- 
loignanl du rivage, sur la figure circulaire de l'horizon, vu 
de points élevés, sur terre comme sur mer; celle de l'ombre 
portée par la terre dans les éclipses de lune, indiquaient 
bien pour la terre une forme arrondie, mais ces premières 
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courbe. Or, celle propriété n'appartient qu'au cercle. Celle 
courbe, que l'on nomme un méridien trrrasire, peut donc, 
au moins dons une pri'imérc .-îpproxiniriiioii. être considérée 
comme un cercle, intersection du plan d'un méridien cé- 
leslc el de la surface de la terre. Le rayon de ce cercle 
s'obtiendra en divisant un quelconque de ses arcs par l'angle 
des tangentes extrêmes, qui est celui des verticales corres- 

Les infimes observations répétées pour un grand nombre 
de points de la surface de la terre donnenL des résultats 
semblables; et l'on en a conclu que tous les méridiens cé- 
lestes coupent la surface de la terre suivant des cercles 
égaux. Les plans de ces cercles, étant ceux des méridiens 
célestes, passent tous par l'axe du monde ; et, par conséquent, 
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la terre est mie sphère engendrée par un cercle dont fc 
plan passe constamment par l'axe du monde, et dont le 
rayon est détermine* comme nous venons de l'indiquer pour 
un de ses grands cercles. Le mètre est la quarante-millio- 
nième partie de sa circonférence. 

Or, comme nous avons vu que l'axe du monde pouvait 
être mené par un point quelconque de la terre, nous choi- 
sirons à cet effet son centre même, et ce sera plus avan- 
tageux dans la plupart des cas. Sous appellerons pôles ter- 
restres les points de rencontre de cet axe cl de la surface 
de la terre, mèridiims lemtsiret les grands cercles passant 
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de ces deux angles, autrement dit des dislances zénithales, 
sera l'angle suivant lequel le rayon de la terre passant par 
le lieu de l'observation, est vu de l'astre en question. Cet 
angle se nomme la parallaxe de cet astre; il dépend de 
l'inclinaison de ce rayon de la [erre sur le rayon visuel. 



Si l'astre est dans le plan horizontal ilu lieu, celte incli- 
naison est d'un angle droit, et la parallaxe est dite hori- 
zontale; sous toute autre inclinaison, clic s'appelle paral- 
laxe de hauteur. Cette dernière a un rapport Irès-simplc 
avec l'autre, parce qu'elle est toujours assez petite pour 
pouvoir être regardée comme proportionnelle à son sinus. 
Elle est alors égale à la parallaxe horizontale multipliée par 
le sinus de la distance zénithale de l'astre. 

Il suit delà que lorsqu'on connaît la parallaxe horizontale 
d'un astre, et nous indiquerons tonl à l'heure un moyen de 
la trouver, les distances zénithales qui seraient observées 
du centre de la terre se trouvent ramenées à la détermi- 
nation de celles qui léseront d'un point de la surface, et qui 
sont en effet les seules observables. 

La parallaxe horizontale d'un astre, ayant pour sinus 
le rapport du rayon de la terre à la distance de son centre 
à l'astre, fait connaître immédiatement ce rapport. 

226. Orbite de la lune. — Les longitudes et latitudes 
astronomiques seront rapportées à l'éclip tique, lieu des po- 
sitions du centre du soleil, vu du centre de la terre, cl d'un 
grand cercle passant par ses pôles et l'un des deux points 
équinoxiaux. Pour donner un premier exemple de l'utilité 
de ce nouveau système de coordonnées, nous allons y rap- 
porter les positions successives de la lunc.Kous chercherons 
d'abord ses nœuds, ou les points où son centre passe par le 
plan de l'écliptique, et a par conséquent pour latitude zéro. 
On en déterminera la position, ainsi que l'époque du pas- 
sage, par le procédé déjà indiqué pour les équinoitcs; et 
l'on trouve que la droite qui les joint passe par le centre de 
la terre, que le plan mené par cette droite et l'une quel- 
conque des positions du centre de la lune, fait un angle 
constant d'environ 5°o,'avcc le plan de l'écliptïque ; mais 
que la ligne des noeuds se déplace, et tourne autour du centre 
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de la lerre dan* un sens opposé à celui du mouvement du 
soleil, et qu'elle accomplit celle révolution dans un inter- 
valle d'environ iS ans \. D'où il suit que la lune se meut 
dans une orbite dont le plan fait un angle constant avec celui 
de l'érliptique, et avec celui déféqua leur un angle variable 
dont les limites sont l'inclinai son île IVi liptique sur l'équa- 
teur, augmentée ou diminuée de 5°ç/. 

227. Forme et dimensions de l'orbite. — Le centre de la 
lune semble d'abord, comme nous l'avons dit, décrire, un 
grand cercle sur la sphère céleste; mais l'observation suivie 
de son diamètre apparent, montre que sa distance au centre 
de la terre varie d'une manière continue. 

Si l'on trace sur un plan des rayons vecteurs faisant 
entre eux les mêmes angles que ceux qui correspondent 
aux observations, cl qu'on porte sur eux à partir de leur 
point de concours des longueurs en raison inverse des dia- 
mètres apparents, on construira une courbe qu'on pourra 
regarder comme semblable à l'orbite de la lune. On ob- 
tient ainsi une ellipse dont le centre de la terre occupe un 
foyer. 

228. Parallaxe de ia lune. — Pour obtenir la parallaxe 
horizontale d'un astre, on prend sur un même méridien 
deux points très-éloïgnés l'un de l'autre et dont on connaît 
les latitudes; on observe de ces deux points les distances 

ridien. Les deux rayons visuels qui les déterminent et les 
rayons terrestres menés aux deux points forment un qua- 
drilatère, dont on connaît trois angles et par suite le qua- 
trième. Ce dernier est formé par les lignes menées de l'astre 
aux deux points du méridien, à l'instant du passage; il est 
la somme des deux parallaxes de hauteur de l'astre n ce 
moment, eu supposant qu'on ail choisi les deux points de 
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part et d'autre Je la ligne qui joint l'astre au centre de la 
terre. Or ces parallaxes sont les produits de la parallaxe 
horizontale par les sinus des distances zénithales; el comme 

Si l'on appliquait ee procède à des astres trop éloignés, 
on trouverait île* valeurs insensibles pour la parallaxe; les 
étoiles la donneraient nulle; le soleil eu donne une sen- 
sible, mais les erreurs inévilablesd'observaliou donneraient 
de l'incertitude an résultat; pour la lune, au contraire, 
dont la distance à la terre est beaucoup moins considé- 
rable, on peut avoir confiance dans la valeur trouvée par 

Distance île la lune à la terre. — La parallaxe hori- 
zontale d'un astre ayant pour sinus le rapport du rayon de 
la terre à la distance de l'astre au centre de la terre, on 
conclut, de la parallaxe de la lune, que la valeur moyenne 
de sa distance à la terre est d'environ soixante rayODS 
terrestres. 

nil MOUVEMENT DES PLANETES. 

229. Les planètes observées de la terre offrent une mar- 
che très-ir régulière. Elles semblent se déplacer tantôt dans 
le même sens que le soleil, tantôt eu sens contraire, après 
avoir paru qurlque temps s talion iwiri's. Ces mouvements 
ont été représentés p.ir les .inciens astronomes 811 moyen 

elles oflriraieut, ainsi que la. terre elle-même, à un obser- 
vateur supposé au centre du soleil, et c'est la «implicite de 
ces mouvements relatifs nui a fait adopter le système de 
Copernic et abandonner celui de Ploléméc. Les lois de ces 
mouvements sont d'une trop grande importance pour que 
nous ne donnions pas, au moins, une idée sommaire des 
méthodes qui les ont fait découvrir. 
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230. Ligne des nœuds. — Les planètes étant rapportes 
au plan du l'écliptique, les points qu'il est naturel de déter- 
miner d'abord sont ceux où elles percent ce plan, et qu'on 
nomme nœuds. On trouve ces points, et l'époque où le 
centre de la planète y passe, par la méthode que nous 
avons exposée à ce sujet pour la lune; et l'on reconnaît 
que la ligue qui joint, les deux nœuds passe par le centre 
du soleil, et fait un angle sensiblement constant avec la 
ligne des équinoxes. Nous nous bornons a indiquer ces 
résultais, sans entrer dans des détails qui nous écarteraient 
de notre objet. 

231. L'orbite d'uneplanète est plane et son inclinai- 
son sur le plan de V éclip tique est constante. — La terre 
se trouve deux fois par an dans la ligne des noeuds de la pla- 
nète; l'instant où cela arrive est facile à déterminer, puisque 
c'est celui où la longitude du soleil est précisément égale à 
l'inclinaison de la ligue des nœuds sur celle des équinoxes. 
A ce moment, il sera facile de connaître la longitude et 
la latitude de la planète, et, par suite, de calculer l'angle 
que forme avec le plan de l'écliptique la ligne abaissée 
perpendiculairement du centre de la planète sur la ligne 
des nceuds. En répétant ces observations cl ces calculs, 
toutes les fois que la terre se trouve dans la ligne des 
noeuds, ce qui correspond à des positions différentes de la 
planète dans son orbite, on trouve la même valeur pour 
cet angle; d'où il suit que la planète est toujours dans un 
même plan, passant par la ligne des noeuds, et ayant sur 
le plan de l'écliplique l'inclinaison constante qui a été cal- 
culée comme nous l'avons dit. 

Ce plan est fixe si le soleil l'est, comme ou l'admet dans 
le système de Copernic; et, si le soleil est en mouvement) 
ce plan est entraîné parallèlement à lui-même, et la ligne 
des noeuds passe toujours par le centre du soleil. 
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232. Mouvement de la planète dans son orbite. — Le 
Ile» des positions de la planète datis le plan Gxe ou mobile 
de son orbite, forme sa trajectoire relative au soleil. On la 
déterminera en cherchant à une époque quelconque ses 
deux coordonnées polaires, qui seront sa distance au centre 
du soleil, et l'angle formé par ce rayon vecteur avec la 
ligne des noeuds. 

A cet effet on calculera chaque jour la latitude et la lon- 
gitude du soleil et de la planète; et, en supposant connue 
la distance du soleil à la terre, ou déterminera facilement 
lu position de la planète, qui sera le point de rencontre du 
rayon vecteur mené du centre di! la terre à la planète, avec 
le plan de l'orbite; d'où résulteront les deux coordonnées 
cherchées. 
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La distance du soleil a la terre étant déterminée pour 
chaque jour, on connaîtra, comme nous l'avons dit, les coor- 
données d'une planète quelconque dans son mouvement 
relatif au soleil, et l'on a reconnu ainsi que son orbite était 
une ellipse dont le soleil occupait un foyer. 



233. Le mouvement de chaqua planète ainsi déterminé 
par rapport au soleil, Kepler a reconnu quel'aire décrite par 
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le rayon vecteur partant du centre du soleil est pour chacune 
d'elles proportionnelle au temps emplojéà la décrire, et que 
d'une planète à l'autre les carrés des temps de leurs révolu- 
tions autour du soleil sont entre eux comme les cubes des 
grands axes de leurs orbites. Ces résultats, véri G és aussi sou- 
vent que cela a été possible, peuvent Être considérés comme 
certains et indépendants de toute hypothèse. Ils constituent 
desfailsgénéraux auxquels toutes les théories seraient tenues 
de satisfaire, mais qui suffisent, comme nous allons le Voir, 
à l'établissement de la théorie unique, qui donne l'explica- 
tion de tous les phénomènes relatifs aux mouvements des 
corps célestes. Ces faits généraux, auxquels on a donné le 
nom de /ois de Kepler, peuvent Être énoncés comme il suit : 

Les planètes, considérées comme de simples points ma- 
tériels, se meuvent par rapport au soleil, suivant des 
ellipses dont un foyer est au centre du soleil. 

Les aires décrites parle rayon vecteur partant du centre 
du soleil, sont proportionnelles an temps. 

Les carrés des temps des révolutions de deux planètes 
quelconques autour du soleil, sont entre eux comme les 
cubes des grands axes de leurs orbites. 

Ces lois s'observent dans les mouvements des satellites 
d'une même planète par rapport au centre de cette planète. 

Nous arrêterons ici l'exposition des recherches qui 
avaient pour but de déterminer par l'observation assez do 
données pour faire de l'Astronomie une science de raison- 
nement. C'est à Newton qu'on doit ce grand résultat. Il y 
est parvenu en perfectionnant d'abord la 6CÎence générale 
des forces, et en supposant ensuite que la matière qui com- 
pose les corps célestes, est soumise aux mêmes lois de mou- 
vement que la matière des corps terrestres. C'est ce que 
nous allons exposer brièvement. 



CHAPITRE XV. 

CONSÉQUENCES DES DONNÉES PRÉCÉDENTES. 



234. Avant Newton, on avait émis l'opinion que la luire 
et les autres planètes se meuvent autour du soleil immo- 
bile, en venu d'une attraction dirigée vers son centre. Les 
uns déclaraient ignorer la loi suivant laquelle elle avait 
lieu ; les autres, par des analogies sans preuves, la suppo- 
saient en raison inverse du carré de ia distance. Mais au- 
cune raison sérieuse ne venait à l'appui de ces hypothèses ; 
et non-seulement on ne pouvait démontrer la loi de cette 
attraction, mais l'existence même d'une force dirigée vers 
le centre du soleil n'était qu'une simple conjecture. 

Newton se trouva ainsi naturellement porté à étudier 
les effets d'une force dont la direction passerait constam- 
ment vers un centre fixe, et il découvrit cet important 
théorème auquel on a donné le nom de principe des aires, 

Lorsqu'un point matériel est sollicité par une force dont 
la direction passe par un centre fixe, et peut d'ailleurs 
varier suivant une loi quelconque avec le temps et la posi- 
tion, lu rayon vecteur mené du centre au point mobile, 
décrit des aires planes proportionnelles au temps; 

Et réciproquement, 

■Si un point se meut dans un plan et que son rayon 
vecteur partant d'un pâle fixe, déclive des aires propor- 
tionnelles au temps, la force résultante qui produit ce 

Newton, en possession de ce remarquable théorème que 
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personne n'avait énoncé avant lui, l'appliqua immédiate- 

p,i„l, m, Jri.k, .l'.,l„,„Ua„t q„c l> m.tiiro ,»i le, cL- 
po S « .,1 — .„ loi. S énfr.l«. du monument, reçu- 
nues pour les corps terrestres, Or, d'après une des lois de 
Kepler, les planètes jouissent de relie propriété des aires 
décrites amour du centre du soleil; il a dune pu en con- 
clure, non par conjecture, maiscomme conséquence néces- 
saire des faits observés, telle proposition que: 

Le mouvement de chaque planète autour du soleil sup- 
pose fixe, est produit par une force dont la direction passe 
constamment par le centre de ce corps. 

'il.'». Mais le r/-iiie de N< winn ilcv.iit le conduire siir ce 
point « une proposition plus générale et luui à fait indis- 
pensable, Qui pouvait en eflel assurer que le soleil était 
immobile; rl, s'il m- 1 était |>as, que potiuit-un runtime 
de la proportionnalité des oirn relatives, au iewps. J 

C cii pour répuudii- b relie q.u-MÎo» qu'il étudia les lois 
du mouvement relatif, que personne n'avait fait connaître 
avant lui, et que nous avons exposées précédemment avec 
plus de développement qu'il n'en avait donné. 

Et le théorime précédent, démontré dans le cas du soleil 
fixe, fut remplacé par le suivant, qui est indépendant de 
tout mouvement supposé à ce corps : 

Le mouvement relatif des planètes autour du soleil 
irst produit par une force relative passant par son centre : 
ce qui signifie que si, à un instant quelconque, on appli- 
quait à la planète une forte accélératrice égale et de sens 
contraire à celle qui donnerait au soleil le mouvement 
qu'il a dans l'espace, la résultante de cette force et de celle 
qui est réellement appliquée à la planète serait constam- 
ment dirigée vers le centre du soleil. 



230. La direction de la forée relative capable de pro- 
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dnîrc les mouvemenlB ni* tifs observés éunl connue, il 
restai l à déterminer comment varie son intensité avec la 
position relative Je la planète. 

C'est à quoi Newton est parvenu en s'appuya m sur le 
principe des aires. 11 a découvert une formule qui exprime 
l'intensité de la forée centrale, en fonction Je quantités 
infiniment petite», dépendantes Je la nature de la trajec- 
toire, et susceptibles d'être transformées de plusieurs ma- 
nières en quantités finies. Au moyen de celle importante 
formule, on connaît en chaque point de la trajectoire la 
valeur de la force « celle courbe est donnée ; et si c'est la 

équaiion entre certains éléments Je la courbe; et la déter- 
mination complèle du mouvement se réduit à une pure 
question de calcul intégral. 

Newton a fait plusieurs appliquions de sa formule, par- 
ticulièrement au tas où la trajectoire décrite est une ellipse, 
et où l'un des foyers est le pôle autour duquel le rayon 
vecteur décrit des aires proportionnelles an temps. Il a 
trouvé que dans ce cas la force qui fait décrire au point 
libre cette trajectoire, varie en raison inverse dn carié de 
la distance au foyer. F.t, comme la courbe est partout con- 
sul élail un centre d'attraction. 



237. Newton s'est ensuite occupé de la question inverse, 
et s'est demandé quelle courbe décrirait un mobile par 
laui d'une position connue, avec nue vitesse connue en 
grandeur et en direction, et sollicité par une force dirigée 
vers un point fixe et variant d'intensité en raison inverse 
du carré de la distance. Il démontra que la trajectoire peut 
être l'une quelconque des trois coniques ; sa nature dépend 



dune condition tri 
mobile an foyer, i 



238. L'es pression que iNcwtoit trouve pour la force rap- 
portée à l'uni lé Je mute, est le rapport d'une quantité 
constante pour la même planète au carié du rayon vec- 
teur. Celle constante est égale à un facteur, identique pour 
toutes les planètes, multiplié par le rapport du cube du 
grand axe au carré du temps de la révolution. Or, d'après la 
troisième loi de Kepler, ce rapport ne change pas d'une 
planète à l'autre: d'où il suit que la force qui agit sur 
4'unilé de niasse d'une planète quelconque, est la même 
à dislance égale du soleil. 

El, réciproquement, si cela est, la troisième loi de Kepler 
en est une conséquence. 

dant que les forces et les mouvements sont relatifs au soleil : 
■I l a [!i ii|nu iio]inalitc des aires au temps prouve que la 

» direction de la force qui sollicite les planètes passe par 

» le centre du soleil. 

a Les Irap'rtoiri's étant des ellipses dont le soleil occupe 

» un foyer, il en résulte que celle force est en raison 

» inverse du carré de la distance. 

« Enfin de ce que, pour les diverses planètes, les carrés 

» des temps des révolutions sont comme les cubes des 

» grands axes, il s'ensuit que, à distance égale du soleil, 

» l'unité de masse est sollicitée par une force de même 




mêmes lois par rapport à leurs planètes que les mouve- 
ments des différentes planètes par rapport an soleil, les 
propositions que noua venons d'énoncer s'y appliquent, et 
l'on peut dire que les satellilcs d'une même planète sont 
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sollicités par une force relative dirigée vers le centre de 
celle planète, proportionnelle à leurs masses respectives et. 
en raison inverse du carré de la distance au cenlrc de cette 
planele. 



239. Les planètes, dans l'infinité de positions qu'elles 
prennent amour du soleil, étant sollicitées par des forces 
dirigées constamment vers le centre de cet astre, il serait 
bien diffic île de se refuser à admettre que la cause de cette 
tendance réside dans le soleil même, et consiste par con- 
séquent dans une attraction exercée par la matière du so- 
leil sur relie des planètes, proportionnellement aux masses 
respectives de ces planètes, el en raison inverse du carré 
de la dislance. 

Admettant celte action du soleil sur la matière qui com- 
pose tomes les planètes, il est bien naturel de l'étendre 
aux satellites eux mêmes. El comme les rayons menés du 
soleil aux différents points du système d'une planète et 
de ses satellites peuvent être considérés comme parallèles 
et égaux, les forées produites sur ces corps seront paral- 

tion du soleil. 

Si donc on néglige toute autre action extérieure à ce 
système partiel auquel s'étendent les lois de Kepler, on est 
dans le même cas que pour le soleil et les planètes, et l'on 
en conclut que les mouvements des satellites autour de leur 
planète sont dus à une attraction exercée par celle planète 
sur ces satellites, proportionnellement à leurs niasses et en 
raison inverse du carré des distances. 

Maintenant, admettant avec Newton que la loi de l'éga- 
lité de l'action et de la réaction, vérifiée par lotîtes les 
expériences à la surface de la terre, a lieu pour tous les 



DigilizM 0/ Google 



corps de la nature, on conclura que les planètes attirent le 
soleil autant qu'elles en sont attirées, et par conséquent 
proportionnellement à leurs masses respectives et eu rai- 
son inverse des carrés des distances. De môme les satellites 
d'une planète l'attireront proportionnellement à leurs pro- 
pres masses, et en raison inverse du carié de la distance. 

Pour la terre qui n'a qu'un satellite, et pour 1rs planètes 
qui n'en ont pas, rien ne prouve jusqu'ici qu'elles attirent 
les corps proportionnellement aux masses de ces corps. 
Nous en parlerons tout à l'heure. 

240. L'attraction s'exerce sur toutes les parties des 
corps. — Si l'attraction du soleil sur chaque planète était 
supposée répartie également sur toute sa masse, il en ré- 
sulterait des l'orecs égales pour deux masses égale* prises 
dans des planètes diUcrcnlcs, et placées à égales distances 
dn soleil. C'est une conséquence évidente de In proportion- 
nalité des atl raclions totales aux niasses des planètes. 

Or si toutes ees masses égales n'étaient pas réellement 
attirées chacune avec une égale intensité, il faudrait qu'il 
s'étahlil entre elle* des compensations, d'où résulteraient 
des forces proportionnelles aux nombres de ces forées iné- 
gales; rc qui est, sinon impossible, au moins peu probable. 
Et de même si une planète n'attire pas également des par- 
tics d'égales masses de ses satellites, il faudra que toutes les 

citées par des forces inégales donnent pour les sommes de 
ces forces des quantités proportionnelles à leurs nombres. 

Mais rinipos>iliil i u- di: [im-eilles compensa lions n'est pas 
la seule raison que l'on ait de les rejeter; et la planète que 
nous habitons va nous donner des preuves directes, que 

soleil lui-même ' 

En effet Galilée a démontré, contre l'opinion des phy- 
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siciensde sou temps, que ions les corps abandonnés sans 
vilesse à la libre action de la pesanteur prennent des mou- 
vements identiques : d'où il résulte que relie force est 
proportionnelle ri la masse, quelle que suit la nature de 
la matière. I.cs légères dillerciires que les corps présentent 

entièrement en faisant Vespéi iencedans le vide. Galilée 
est parvenu à cet iinpnrl'inl résultat, soil en laissant tomber 
des corps d'une grande hauteur, soit en faisant osciller les 
corps les plus divers de formes et de nature; il a toujours 
trouvé des résultais identiques. Newton a répélé ces ex- 
périences sur les pendules. Il a fait osciller des corps, 
entiers ou brisés eu un nombre quelconque de parties; il 
les a renfcrniés les uns dans les autres, et la durée des 
oscillations n'a pas été plus changée que l'indication don- 
née dans ces mêmes cas par la balance. Ou doit donc 
conclure de là que le poids des corps, c'est-à-dire l'attrac- 
tion produite par la leric, est proportionnelle à la masse 
de ces corps, cl indépendante de leur grandeur, de leur 
forme et de leur nature; et qu'elle s'exerce sur toutes les 
molécules, intérieures et extérieures. 

Ce résultat, ayant lieu à quelque hauteur qu'on fasse 
l'expérience, doit être regardé comme s'appliquanl à tous 
les points de la lune. 

Maintenant qu'il est démontré, par des expériences di- 
rectes, que l'une des planètes attire également toutes les 
parties de matière ayant des masses égales, on ne peut se 
refuser à admettre cette même propriété pour les planètes 




tire également toutes les parties d'égale masse des planètes, 
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sur lesquelles on sait d'ailleurs que son action est propor- 
tionnelle à leurs masses. Quant aux satellites de ces pla- 
nètes, il csl impossible de ne pas admettre que l'action du 
soleil s'exerce de la mime manière que sur la planèlc dont 
ils sont voisins; c'est-à-dire que l'attraction est la même sur 
des tuasses égales prises dans le même satellite, ou dans des 
satellites différents, et situées à la même distance du soleil. 

Réciproquement, d'après le principe de l'égalité de la 
réaction n l'action, le soleil attirant également deux masses 
égales quelconques, prises dans des planètes ou des satel- 
lites quelconques, ou conclura que deux portions de ma- 
tière ayant une même masse quelconque, placées à égale 
distante du soleil l'attirent également. Et, si elles sont 
placées à des distances inégales, l'attraction sera eu raison 
inverse des carrés des distances. 

Maintenant les parties d'égale masse d'une planète atti- 
rant également le soleil devront aussi attirer également une 
même masse quelconque de leurs satellites, et réciproque- 
ment. Enfin on ne pourrait supposer que le snleil seul fit 
exception à cette loi générale, cl l'on admettra facilement 
que toutes les parties d'égale masse du soleil attirent éga- 
lement une même masse prise dans une planète ou un sa- 
tellite, cl donne lieu à une réaction égale. 

241. Jusqu'ici nous n'avons parlé que des actions mu- 
tuelles entre des parties aussi petites que l'on voudra, prises 
dans le soleil et les planètes ou leurs satellites, ou bien prises 
dans une planète et un de ses satellites; cl nous n'avons 
pas considéré l'action d'une planète à une autre, ou d'uu 
satellite à une autre planète, ou à un autre satellite. Mais 
peut-on supposer qu'une portion de matière prise dans une 

soleil, et d'au ires encore si c'est un satellite, ou une planète 
avant un satellite, peut-on supposer que cette portion de 
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matière sera sans action sur les autres planètes et leurs 
satellites! 1 Une si entraînante analogie porte à admettre la 
même loi d'attraction cuire deux masses appartenant à des 
planètes quelconques ou des satellites quelconques, qu'il 
est presque impossible de la repousser, bien que l'on con- 
çoive parfaitement qu il n est pas absolument impossible 

Enfin Newton lui a donné une éclatante confirmation, 
en prouvant qu'elle explique et permet de calculer les mou- 
vements des comètes, qui constituaient des phénomènes 
jusque-là inexplicables. C'est dans ce sens que nous nous 
croyons le droit de proclamer avec Newton cette loi géné- 
rale du système du monde : 

« Dans le système composé du soleil, des planètes, de 
» leurs satellites et des comètes, deux molécules quelcou- 
» ques s'attirent proportionnellement à leurs masses, et 

[.es ûirces qui si.illii jti'Nl Ions les pi.iim qui compusen! 

considéré comme existant seul, toutes les questions qu'on 
peut se proposer sur les mouvements de ses différentes par- 
lies, rentrent dans la science générale des forces, et, par 
conséquent, on peut dire, comme nous l'avions annoncé, 
que Newton a fait ifc V Astronomie une simple branche 
d'une science de raisonnement. 

2i2. Mais comme dons toute question les résultats ne sont 
déterminés que lorsque les données en sont complèles, il y 
en aura dans l'astronomie, qui laisseront de l'indétermina- 
linn r.ln.s les résultats (in calcul, lorsqu'il y en aura dans les 
données. Par exemple, si l'on ne connaît pas la loi des den- 
sités des dillerentcs couches concentriques qui composent 

lion inconnue qui pourra entrer dans les résultats, et y 
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laisser une incertitude qui permettra cependant quelque- 
fois <1l- tirer des conséquences importantes. Mais cette loi 
inconnue n'influera pas sur les résultats qui ne dépendent 
que de la masse totale et non de sa distribution. 

Remarque. — Toutes les molécules du système solaire 
agissant les unes sur les autres, le mouvement relatif d'une 
planète autour du soleil ne sera pas dû à l'action seule de 
ce dernier, et tous les autres corps azimut sur elle, et trou- 
bleront le mouvement elliptique qui résilierait de l'attrac- 
tion seule du soleil. On pourra négliger ces perturbations 
dans une première approximation- mais on ne pourra se 
dispenser d'en tenir comple dans une seconde, parce qu'elles 
deviennent sensibles dans beaucoup de phénomènes, et leurs 
irrégularités t'expliquent complètement par ces causes per- 
turbatrices, de sorte que les dérangements que présentent 
les mouvements des planètes, de leurs satellites et des co- 
mètes, deviennent la preuve la plus convaincante de l'ac- 
tion mutuelle de toutes les molécules du système. 

243. Force relative d'une planète et du soleil. —Suppo- 
sons que cette planète et le soleil cxislenl m-uIs ; cl chet riions 
la force qui produirait le mouvement relatif de l'un de ces 
corps par rapport à l'antre, par exemple de la planète par 
rapport au soleil. Si l'on pouvait regarder ces deux corps 
comme réduits à deux points géométriques, l'attraction 
subie par la planète serait le produit des deux masses, divisé 
par le carré de leurs distances, cl multiplié par l'attraction 
à l'unité de distance, de deux masses égales à l'unité et ré- 
duites elles-mêmes a des points. Mais cette hypothèse est 
trop éloignée de la vérité pour être conservée, quoiqu'elle 
ait dû être (aile dans une première approximation. Heu- 
reusement son influence est insensible dans le cas de l'at- 
traction en raison inverse du carré de la distance, de sorte 
que cette circonstance ne peut pas introduire de complica- 
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tiou dans la plupart tics calculs, el n'a pu nuire à la Je™ la- 
verie de la loi. 

NcU'imi .1 démontre- . en ellii, nue V action d'une rnuclie 
tphini/'i' homi'£Ïitr, mfimiiirnt peu r/wnnf, dont tons les 
points attirent .tn point extérieur en raison inverse du 
carré de la distance, est ta même que « In masse 

était réunie ea «o/< centre. 

Or les planètes .ont sensiblement sphériques, fi, par 
«Ifs raisum dont nnus ne parlernns pas ici, on peut les 
considérer comme composées de couches homogènes, de 



les 



ïi-ème précédet 
pci 



de- la planète entière, était réunie au centre. Kl, par suite, 
les action» de deux planète* ou du soleil rl d'une pla- 
nète, etc., peuvent èlre regardées comme celles de deux 
points matériels situés ouï centres des deux corps, et avant 

Cela posé, sH'on désigne par m et M les masses de. la 
planète et du soleil, par r la distance de leurs centres et 
par l'attraction du deux unités de niasse concentrées en 
deux points à l'unité de distance, l'attraction du soleil sur 
la planète aura pour expression 

et comme la réaction est égale à l'action, ce sera aussi l'at- 
traction de la masse de la planète sur celle du soleil. 

11 suit de là que l'unité du masse de la planète subira une 
attraction égale ■ et l'unité de masse du soleil en subira 

Or, d'après le principe du mouvement relatif, découvert 
par Newton, la force accélératrice, relative de la planète 



s'obtiendra en joignant à la force accélératrice —i qui y 
est réellement appliquée, une force égale et cuntraire à 
la force accélératrice appliquée au soleil, et qui est"^ et 
dirigée vers la planète. Il faudra donc ajouter celle der- 
nière dirigée vers le soleil, et la planète sera sollicitée vers 
le soleil regardé comme immobile par une force accéléra- 




et l'on raisonnerait de la même manière pour le mouve- 
ment relatif d'un satellite et de sa planèle. 

244. Bcmarquc. — La force accélératrice relative étant 
plus grande de ■ — que si le soleil était immobile, il s'ensuit 
que cet effet varie d'une planète à l'autre; cl comme la force 
accélératrice est à l'unité de distance pour le corps 

qui décrirait autour d'un centre fixe, dans le temps T, une 
ellipse ayant pour grand axe 2 a, il s'ensuit qu'on aura 

=/[■ + „, 

et non 




et, par conséquent, ~ varierait d'une planèle à l'autre, ce 
qui serait contraire à la troisième loi de Kepler. Or celle 
loi, résultant d'un nombre considérable d'observations, doit 
être regardée au moins comme extrêmement approebée; 
d'où il suit nécessairement que le terme m est extrême- 
ment petit par rapport a M, c'est-à-dire que les masses 
des planètes sont extrêmement petiles par rapport à celle 
du soleil. 
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245. Masses dus planètes. — Il est facile tle déterminer 



le rapport de lu 


masse d'u 


ne planèlc à celle du soleil, 


lorsque cette plaiii 




impagnée d'un satellite ayant 


une masse relatif! 


•ment très- 


■petite. En effet, représentons 


par M la masse du 


soleil, pa 


r m, m celles de la planète et 


de son satellite, pa 




les grands axes des orbites de 


la planète et du s; 


tcllitc, et 


par T, T" les temps de leurs 


révolutions; on ai: 




s ce qui précède, 



d'où 

a"T 1 _ m -f- m' 

â'T 7 " — M + m ' 
Or le second membre peut être regardé comme sensible- 
ment égal à parce que m est Irès-pelit par rapport à M, 
ainsi que ni' par rapport à m. On peut donc écrire 

M _ fl'ï"' 

T et T' sont connus par l'observation, et il suffit de con- 
naître une valeur, approchée de — pour en déduire, avec 
une approximation du même ordre, le rapport de la masse 
de la planète à celle du soleil. Newton a trouvé, parce 
procédé, pour le rapport de !a masse de Jupiter à celle 
du soleil. Des prm édé- plus précis ont donne 7777, ce qui 
en ditlërc très-peu. 

2ifi. La masse do la terre ne peut se déterminer très- 
exadement par la méthode que nous avons indiquée pour 
les planètes qui ont des satellites, parce que la masse de la 
lune ne peut eu e négligée par rapport n celle de la terre; 



lorsque l'on connaîtra le rapport de ces deux masses. Mais 
on peut parvenir à connaître la masse de la terre, par un 
autre moyen nui ni- saurait être employé pour aucune 
autre planète, et qui résulte de la connaissance que nous 
avons de l'attraction qu'elle exerce sur les corps situés à 
sa surface. Celle attraction est égale à la pesauteur, aug- 
mentée de la composante verticale de la force centrifuge. 
De plus, il faut avoir égard à l'aplatissement de la terre, 
et l'on trouve que, sur le parallèle dont le carré du sinus 
de la latitude est et dont la distance r au centre de la 
terre a pour valeur r= 636455 lj l'attraction G de la terre 
est sensiblement la même que si elle était sphérique et 
qu'elle eut r pour rayon. Eu la calculant d'après la loi de 
la variation de la pesanteur à la surface de la terre [ Méca- 
nique céleste), on trouve qu'elle a pour valeur Ç),8i645, 
ce qui est un peu supérieur à g. 

Si donc on désigne par m la masse de la terre, et par_/" 
l'attraction mutuelle de deux unités de niasse, placées à 
l'unité de distance l'une de l'autre, on aura 

G =^ = 9,81645. 
On peut tirer de là la valeur de f, et la reporter dans 
la formule =/{ M -t- m) qui se rapporte au mouve- 

ment de la terre autour du soleil. Il en résulte 
4.;V^ GH(M + W ) . 



M W"' 

m ~ Gr'T '" 

Mais on a 

T = 864oox365,356374, 
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i;l la valeur de la parallaxe du soleil donne 



eu effectuant les calculs, on trouvera. 

- = 354593, o« m = 3545 9 T 

11 est facile de déduire île là le rapport de la densité 
moyenne de la terre à celle du soleil. En effet, le diamètre 
du snlcil est égal à 1 10 fois celui de la terre, et les densités 
de deux corps sont entre elles connue leurs masses divisées 
par leurs volumes ; d'où l'on conclut facilement (jue la den- 
sité de la terre est n peu près quadruple de celle du soleil. 

Si, d'après cela, on calcule la pesanteur à la surface du 
soleil, on trouve qu'une même masse y pèse ay fois et demie 
autant qu'elle pèserait à la surface de la terre ; et que les 
rorps, abandonnés ii la libre action de cette force, v par- 
courraient un espace d'environ lijà mètres dans la pre- 
mière seconde, tandis qu'à la surface de la terre l'espace 
qu'ils parcourent dans le même temps n'est que — ■ 



du sol cil. L'action d'une planète étant proportionnelle à 
sa masse, on conçoit à priori que le trouble apporté par 
celle action dans un mouvement produit par celle du soleil, 
peut conduire à la connaissance du rapport de la masse de 
celle planète à celle du soleil. Cette importante question 
est du ressort de la mécanique céleste, et nous nous bor- 
nons à l'indiquer. Ce procédé peut s'appliquer également 
ans planètes qui ont des satellites, et c'est ainsi qu'on a 
trouvé ~j pour la niasse de Jupiter. 
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Les masses des satellites d'une même planète pourront 
de tuémeétre coin paires à celles de leurs planètes, au moyeu 
des perturbations que leurs actions muluelles apportent n 

les rapports de leurs masses à celle du soleil, puisqu'on 
connaît celui de la masse de la planète à celle du soleil. Il 
y aurait encore ici une exception pour la terre, qui n'a 
qu'un satellite; mais on a aussi ce même avantage dont 
on a profité dans la recncrclie delà masse cle la terre; c'est 
la connaissance de ce qui se passe à sa surface. En effet, la 
lune produit à cette surface des perturbations provenant de 
l'inégalité des distances de ce satellite aux différents points 
de la terre. Ces perturbations soin le flux et le reflux de la 
mer. Comme le soleil produit sur la mer des effets sem- 
blables, ou conçoit que la comparaison de ces deux effet* 
doit conduire au rapport des masses de la lune et du soleil. 
'Or cette comparaison est facile par- 1 observation des marées 
lunaires et solaires dont les lois sont différentes. Nous nous 
bornerons à dire que le rapport de la première n la seconde 
est, dans le port de Brest, a, 3533 [Mécanique céleste); 
par un calcul que nous ne rapporterons pas, on eu déduit 
le rapport de la masse de la lune à celle du soleil, ei par 
suite à celle de la terre. On trouve ainsi que la masse de 
la lune est ~ de celle de la terre. 

218. Marche suivie d'abord par Newton. — Avant d'ob- 
tenir la démonstration que nous avons donnée de la loi de 

que nous allons indiquer, et qui, sans avoir le même deyré 
de ligueur, ne laissaient pas que de donner de très-fort es 
inductions. Les satellites décrivent autour de leurs planètes 
respectives des orbites sensiblement circulaires, auxquelles 
s'appliquent les lois de Kepler : et les planètes décrivant 
des orbites d' excentricités différentes, on peut supposer. 



par analogie, que les lois (le Kepler, qui leur sont com- 
mîmes, s'appliqueraient encore au cas d'orbites circulaires : 
d'autant plus que les orbites réelles étant très-peu excen- 
triques, on peut avec une assez grande approximation les 
regarder comme circulaires. Ainsi, on aura des résultais, 
sinon exacts, au moins fort approchés, en appliquant les lois 
de Kepler au cas d'orbites circulaires. Cela posé, la loi des 
aires indique toujours que la force qui agit sur chaque 
planète est dirigée vers le centre du soleil. La seconde loi, 
qui, dans le cas général, prouvait que, pour la même pla- 
nète, la force accélératrice variait en raison inverse du 
carré de la distance, montre, dans le cas actuel, que la vi- 
tesse est constante; caries arcs de cercle sont proportionnels 
aux secteurs et, par suite, au temps; Or, la force centri- 
pète, appliquée à l'unité de masse, a pour valeur — , v étant 
la vitesse, et R le rayon du cercle ; clic est dune constante. 
Ainsi, dans ce cas particulier, comme on devait le prévoir, 
la seconde loi n'apprend Heu relativement à la variation 
de la force avec la distance; mais elle eu donne toujours 
l'expression, au moyen du temps T de la révolution entière 
de la planète et du rayon de son orbite. On a, en clTct, 
arcR = i<T, et, par conséquent, en désignant par ç la force 
centripète ^, et substituants v sa valeur en fonction de 
R et T, ou aura 




ce qui s'accorde avec la valeur générale ^r - '^' dans la- 
quelle on supposerait j- = a ~ R. 

Passons maintenant à la troisième lot, qui, dans le cas 
général, étendait la loi d'attraction trouvée pour les di- 
verses positions sur une même orbite, aux positions rela- 
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tivesâ des orbites différentes. Dans le cas actuel, le résultat 
analogue que nous allons trouver ne sera pas une exten- 
sion, mais bien la première manifestation de cette même 
loi. Soient ^, f' les forces accélératrices relatives à deux 
planètes quelconques, dont les distances au soleil sont R, 
R', cl les durées des révolutions T, T". On aura, d'après 
les valeurs de ç et ç', 



or la troisième loi de Kepler donne 

t*:T"::H':r''. 

Remplaçant dans le second rapport de la proportion 
précédente, T* et T" par les quantités proportionnelles 
R', R", elle devient 

' ' ' " R" " S**' 
ce qui prouve que la force appliquée à l'unité de masse 
varie en raison inverse du carré de la dislance au centre du 
soleil. 

Les satellites d'une même planète étant soumis aux 
mêmes lois, relativement h leur planète, on en conclut 
que l'attraction de la planète sur les satellites varie de même 
en raison inverse du carré de la distance au centre de la 
planète. 

La terre, n'ayant qu'un satellite, ne pouvait fournir une 
vérification semblable de cette loi d'attraction; maïs elle 
en offrait une autre à laquelle Newton s'est attaché immé- 
diatement, et dont l'insuccès l'a arrêté pendant plusieurs 
années, par suite de la connaissance imparfaite que l'on 
avait alors du diamètre de la terre. I) ne reprit ses recher- 
ches sur la loi de l'attraction que lorsque Picard eut trouvé 
une valeur nouvelle de ce rapport, par des procédés plus 
exacts; nous allons indiquer la méthode qu'il suivit et qui. 
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cette fois, confirma pleinement la loi indiquée par ses pre- 
mières recherches. 

Il commença par démontrer cet important théorème, 
qu'une couche sphérique homogène, d'une épaisseur infi- 
niment petite, dont tous les points attirent un point exté- 
rieur en raison inverse du carré de la distance, donne ta 
même résultante que si toute sa masse était réunie en son 
centre. 

En considérant donc la terre comme composée de cou- 
ches sphériques homogènes, variant de densité suivant une 
loi quelconque, et dont toutes les molécules attirent les 
points extérieurs en raison inverse du carré de la distance, 
son action sur tout point extérieur sera la même que si 
toute sa masse était réunie au centre. Cette action sera donc 
en raison inverse du carré de la distance des points attirés 
à son centre. 

La vérification de la loi annoncée par les planètes ayant 
des satellites, consistera donc à reconnaître que des masses 
égales placées l'une à la surface de la terre, l'autre au 
centre de la lune, sont nttirées en raison inverse des carrés 
du rayon terrestre el du rayon de l'orbite lunaire, sup- 
posée circulaire. Or la distance des centres de la lune et 
de la terre ayant pour valeur moyenne fîo rayons ter- 
restres, la pesanteur à la surface de la terre doit être 
36oo fois plus grande que l'attraction exercée par la terre 
sur une même masse située sur la lune : ce même rapport 
doit donc exister entre les espaces parcourus dans un même 
temps par les corps tombant è la surface de la terre, et par 
la lune dans le sens de l'attraction de la terre. 

Si, pour simplifier le calcul, nous considérons l'ellipse 
très-peu excentrique que décrit la lune, comme un cercle 
dont le rayon R soit «gel à 60 fois le rayon r de la terre, 
supposée sphérique, la force centripète représentera l'ac- 
tion g' de la terre sur l'unité de masse de la lune. Cette 
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dernière est donc égali 




h di 



de la révo- 



lution de la lune amour de la terre, dont la valeur en 
seconde» est 3o343 X 60 ; on aura donc 



expression rjui dépend de la valeur r du rayon terrestre, 
taudis que la pesameur g, à la jurfare de la terre, déter- 
minée par les expérience» du pend oie ou de la cbute ver- 
ticale des rorps, élaii évaluée eu toise, indépendamment 
de l.i grandeur du rayon 

On voit ainsi comment une mesure inexacte de ce rayon 
pouvait empêcher la vérification, et c'est ce qui est arrivé. 
Mais, lorsque Newton apprit qu'une nouvelle mesure avait 
été faite avec beaucoup de soin par Picard, il reprit la 
théorie qu'il avait abandonnée pendant plusieurs années, 
et cette fois il trouva que l'attraction de la terre sur des 
masses égales placées a sa surface, et au centre de la lune, 
est en raison inverse des carrés de leurs distances au centre 
■de la terre. Tonte incertitude disparut alors, cl sa foi, un 
instant ébranlée, n'en devint que plus vive; mais nous ne 
le suivrons pas dans l'exposition de toutes ses découvertes 
sur le système du monde, qui resteront comme le plus 
grand monument des temps modernes : nous nous sommes 
proposé seulement de faire connaître la mélhodit qu'il a 
enseignée pour l'élude des phénomènes naturels, et de 
montrer comment elle l'a conduit A la lui générale de l'at- 
traction, qui a fait de l'Astronomie ce que nous appelons 
une science île raisonnement. 
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CHAPITRE XVL 

MOUVEMENT D'UN SVSTEME QUELCONQUE DE POINTS. 



249. Nous avons vu précédemment comment les équa- 
tions d'équilibre d'un système quelconque de points soumis 
à des liaisons déterminées par des équations quelconques, 
pouvaient èlre déduilcs d'une formule générale par des 
procédés de calcul réguliers, dépendants, dans chaque cas- 
particulier, de la forme des équations qui en expriment les 
liaisons. Nous allons maintenant faire connaitre une for- 
mule générale qui a le même avantage pour toutes les ques- 
tions de mouvement. 

Celle importante formule n'est que l'expression d'une 
proposition duc à d'Alembcrt, et qui est la généralisation 
d'une idée conçue par Jacques Rernoulli pour la solution 
du problème du pendule composé. Celle proposition ramène 
la question du mouvement d'un système quelconque à celle 
de l'équilibre du même .système. Et l'on conçoit alors com- 
ment la formule générale qui fournil les équations de l'é- 
quilibre, pourra conduire à la connaissance des équations, 
du mouvement. 

Nous allons exposer le principe de celte réduction, et 
nmis en déduirons la formule générale du mouvement. 
Nous montrerons ensuite comment on en peut déduire, 
dans chaque cas particulier, les équations spéciales qui s'y 
rapportent. 

FKIWC1PE DE n'*LEMBEIIT. 

230. Ce principe a pour objet, comme nous l'avons dît,, 
de ramener la détermination du mouvement d'un système 
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-quelconque à la considéra lion du l'équilibre de ce même 
-système. 

Lorsque des point» sont soumit à certaines liaisons, les 
forces qui leur sont appliquées ne leur donnent pas le même 
mouvement que s'ils étaient entièrement isolés et libres; 
mais si l'on pouvait évaluer les forces qui proviennent de 
ces liaisons, en les joignant pour chaque point à celles qui 
y sont directement appliquées, mi pourrait les considérer 
tous comme entièrement libres et isolés. Désignons par m 
Il masse de l'un quelconque d'entre eux, cl par x, y, z ses 
coordonnées; les trois composantes de toutes les forces ainsi 
calculées devraient donc respectivement èlrc égalées à 

d'x </"j- d'z 

m ~dJ > "' "TU** m rf(>* 

dont nous représenterons la résultante par Q, 

Cela posé, soil P la force donnée qui agit sur le point m ; 
appliquons à ce point la force Q, el une force égale et con- 

exercés sur les différentes parties du syslcmc, puisque les 
forces introduites tu détruisent deux à deux sur un même 
point, et par conséquent n'établissent aucune action entre 
deux points différents. 

Mais le point m pourrait être considéré comme libre si 
Ton introduisait les forces que produisent sur lui les liai- 
sons du système; donc ces dernières doivent exactement dé- 
truire P et Q,, puisque la force Q produirait sur ce point 
libre le mouvement qu'il suit réellement. Et, en effet, si les 
forces P et Q, n'étaient pas détruites par celtes qui pro- 
viennent des liaisons, elles se composeraient avec elles et 
donneraient une résultante qui, conjointement avec Q, de- 
vrait produire sur le point libre le même mouvement que 
la force Q seule; ce qui est absurde. D'où il suit que les 
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liaisons du système développent n chique instant des force» 
qui font équilibre eus forces P et Q,, relatives à tous les 
points. On peut donc énoncer le principe suivant, qui est 
du à d'Alembert : 

Dans le mouvement d'un système quelconque de points 
soumis à des liaisons quelconques, et sollicités par des 

forces quelconques, il y a équilibre à chaque instant, 
au moyen de ces liaisons, entre ces forces et des forces 
égales et directement opposées à celles qui produiraient 
sur chaque point matériel , supposé libre, h mouvement 
qu'il suit réellement; ou, en d'autres termes, entre ces 

forces et les forces d'inertie développées par chaque 
point du système. 

Quant aux ellbrls exercés sur le système, ils peuvent 
varier à chaque instant, et sont produits par les forces va- 
riables qui s'y font continuellement équilibre. 

2ol. Voyons comment ce principe conduit à la déter- 
mination du mouvement de chaque point, en fournissant 
autant d'équations qu'il y a de coordonnées indépendantes. 
Désignons par X, Y, Z les composantes connues de la 
force totale appliquée au point dont la masse est m\ par 
X', Y', 21 celles qui se rapportent au point m', et ainsi de 
suite, ces forces pouvant être nulles pour un nombre quel- 
conque de ces points; d'après ce que nous avons dit, il de- 
vra y avoir à chaque instant équilibre sur le système entre 
ces forces et celles dont les composantes sont, pour chacun 
des mêmes points respectivement, 

£j _ £ï 

m de ' '"de' m de 1 
_ _ <ii?!_ _ 

m de ' m de ' '"de' 



X,y, t, a/,. . . désignant les coordonnées de ces différents 
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termes, il doit y avoir équilibre entre 
. appliquées respectivement aux points 
:ment aux axes des coordonnées 



de ' A*'"'* 

d'i „, ,dW 

Z — m — , Z' — m' — — 

r/f' de 

adilions d'équilibre seront exprimées par l'équation 
te que donne le principe des vitesses virtuelles, en 
But les axes rectangulaires : 

|2[(«-S?)-(*-3F)* 
I + (,_„£)..]„ 

dx, ày, 3t désignent les composantes du déplacement infi- 
niment petit quelconque, que l'on pourrait faire subir au 
point {x,y, z), à un instant quelconque du mouvement, 
sans violer les conditions du système, telles qu'elles sont au 
moment même que l'on cousidère, et le temps n'étant pour 
rien dans la considération des déplacements, ou vitesses 
virtuelles, Sx, Sy, Ss. Ainsi les équations qui expriment 
les liaisons du système, et dont nous désignerons le nombre 
par #, étant 

L — 0, M = o, H = o,..., 
Jet valeurs des coordonnées, après le déplacement virtuel, 
devront satisfaire à ces mêmes équations, dans lesquelles le 
temps t n'aura pas varié. La tomme s'étend à tous les 
points matériels du système, et les quantités X, Y, Z seront 
supposées nulles pour ceux auxquels aucune force ne sera 
appliquée. 
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L'équation (i) renferme 3n variations, le nombie de» 
points étant n; et elles doivent satisfaire aux k équations 
di Hère nt ici les des équations données L = o, M =; o, 
N = o, . . . , ce qui donne 

/ rfL , rfL ; rfL , rfL , , 



Éliminant k variations, au moyeu de ces équations, il n'en 
restera plus que 3n — k complètement indéterminées. En 
égalant à zéro les coefficients de chacune, d'elles, on obtien- 
dra 3n — k équations qui, jointes aux k premières, déter- 
mineront les coordonnées do tous les points en fonction du 
temps. Le problème se trouve donc ainsi ramené à l'inté- 
gration d'équations différentielles. 

232. Si l'on multiplie les équations (a) par des indéter- 
minées 1, pt, v,..., qu'on les ajoute n l'équation (i), tl qu'on 
égale à zéro les eo efficient s de chacune des variations, on 

d'x dt, rfM rfN 

X — m -t— h |i -T- + v -; h . . . = O, 



Si l'on élimine les k indéterminées 1, fi, v, . . . , ou ob- 
tiendra 3n — k équations différentielles du second ordre 
entre x,y. S, a/,... et le temps t. Ce» équations seront 
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niarcbe; et l'application du principe des vitesses virtuelles 
fera toujours connaître autant d'équations qu'il y a de va- 
riables indépendantes; de sorte qu'en les joignant aux équa- 
tions de condition, on pourra toujours déterminer toutes les 
variables en fonction du temps : ce qui est précisément 
l'objet que l'on se propose. 

253. Détermination des constantes, — Les constantes 
introduites par l'intégration des 3/i — k équations dill'éren- 
lielles, seront au nombre de 6n — ai; et on les déterminera 
par les données de l'état initial, c'est-à-dire au moyen des 
positions de tous les points, ainsi que des grandeurs et des 
directions de leurs vitesses, à un certain instant, qu'on pren- 
dra pour origine des temps. Ces positions initiales ne sont 
pas entièrement arbitraires, parce que leurs coordonnées 
doivent satisfaire aux k équations données : de sorte qu'on 
ne peut se donner arbitrairement que 3n — k de ces coor- 
données. De même aussi, les composantes de leurs vi- 
tesses doivent satisfaire aux k équations qu'on obtient entre 
g, g, . . . , en différentiant les k équations données; d'où 

il suit qu'on ne pourra se donner arbitrairement que îfi — * 
composantes des vitesses initiales, Ainsi, pour que l'état 
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initial soit complètement détermine, ce qui est indispen- 
sable, il faut que l'on se donne 6n — a k quantités, qui peu- 
vent être choisies tout à fait arbitrairement; maison ne peut 
pas s'en donner davantage. 

Cela posé, quand on aura intégré le système des équa- 
tions différentielles, on aura, pour déterminer toutes les 
coordonnées des n points, d'abord les k équations données, 
et ensuite 3rt — h équations, renfermant 6n — aft con- 
stantes arbitraires. Les 3n — k équations devant être satis- 
faites à chaque instant, on y fer» r — a , et on remplacera 
les coordonnées par leurs valeurs initiales; il en résultera 
3n — h équations entre les constantes et le» quantité» con- 
nues; le» k équations restantes si-ront nécessairement satis- 
faites, puisque l'on a dû choisir les coordonnées initiales de 
telle sorte que les liaisons exigées aient lieu. Différcntiant 
ensuite les 3n — k équations entre les coordonnées, on en 
aura un égal nombre entre les composantes des vitesses -, et, 
si l'on y substitue les valeurs initiales des coordonnées et de 
ces composantes, on aura 3 n — k nouvelles équations entre 
les constantes arbitraires et des quantités connues. On aura 
donc ainsi du — il; équations pour déterminer les 6» — ak 
constantes; et alors les coordonnées de tous les points du 
système seront complètement déterminées en fonction du 

L'application de cette méthode ides exemples choisi» est 
nécessaire pour en bien saisir l'esprit ; mais nous renvoyons 
pour cela aux Traités spéciaux. Nous ne nous proposons ici 
que d'établir les idées fondamentales, et les théories qui 
constituent la partie élémentaire de la science des forces. 
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CHAPITRE XVII. 

DU MOUVEMENT RELATIF D'UN SYSTÈME. 



251. Sî tous les points matériels qui composent le sys- 
tème étaient entièrement lihn-s et indépendants les uns des 
autres, on rentrerait dans la théorie du mouvement relatif 
d'un point libre; et il suffirait d'introduire en chaque point 
les deux forces fictives, définies dans le n" 214, pour que 
le mouvement relatif du système fût ramené à un mouve- 
ment absolu. 

255. Supposons tnajulenant que certains points du sys- 
tème soient assujettis seulement à rester sur des surfaces ou 
des courbes données, fixes ou mobiles, constantes ou varia- 
bles de forme. Il en résultera pour c es points des forres in- 
connues normales à ces surfaces ou à ces courbes. S) l'un en 
connaissait les valeurs, en les joignant aux forces données, 
les points pourraient être considérés comme libres, cl l'on 
rentrerait dans le cas précédent. Il suffirait donc d'intro- 
duire en chaque point lesdeux forces fictives dépendantes dn 
mouvement des axes, et l'on serait encore ramené au mou- 
vement absolu. Mais, bien que ces forces normales soient 
inconnues, on peut toujours les introduire comme si elles 
étaient connues. Le nombre des quantités à déterminer sera 
augmenté: mais le nombre des équations lésera également. 
En elfct, les coordonnées d'un point assujetti à rester sur 
une surface doivent constamment satisfaire à l'équation de 
cette surface. Si le point est assujetti n rester sur deux sur- 
faces, ou en d'autres termes sur une courbe donnée, il 
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s'introduit deux forets inconnues, normales à ces deux sur- 
faces; maïs, eu un' me temps, im a Jeux équations en Ire ses 
coordonnées : de sorte que le nombre des équations aug- 
mentera toujours autant que relui des inconnues, et le pro- 
blème sera entièrement déterminé. Les équations de ces 
surfaces ou de ces courbes pourront être doDnées en fonc- 
tion du temps et des coordonnées absolues ou relatives, et 
on les exprimera dans celui que l'on voudra de ces deux 
systèmes, au moyen des formules de la transformation des 
coordonnées. 

2o6. Si deux points du système étaient assujettis à rester 
à une distance constante l'un de l'autre, comme cela arrive 
souvent, il naîtrait de là deux forces égales et contraires, 
dirigées suivant la droite qui joint ces points et appliquées 
respectivement à chacun d'eux. En introduisant ces forces, 
les points peuvent être considérés comme libres, mais on 
devra exprimer que leur dislance est constante; ce qui four- 
nil une nouvelle équation en même temps qu'il s'est intro- 
duit une nouvelle inconnue qui est la grandeur de la force. 
Ces conditions peuvent se multiplier indéfiniment. Le même 
point peut être lié à un nombre quelconque d'autres poiuts, 
et assujetti à rester sur une ou sur deux surfaces. Chacune 
de ces conditions introduira toujours une inconnue et une 
équation, et le problème sera déterminé. De ce qui précède, 
on déduit la proposition suivante : 

Lorsque divers points d'un système en mouvement sont 
assujettis à rester à des distances constantes les uns des 
autres, ou à demeurer sur des surfaces ou des lignes varia- 
bles de position et de forme, le mouvement de ce système 
relativement à trois axes mobiles, sera identique à un mou- 

par rapport à des axes fixes : On fera partir le système 
d'un état initial identique à Vétat relatif initial,- onappli- 
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quêta d'abord en chaque point des forces dont tes compo- 
santes seront exprimées parles mêmes fonctions du temps 
et des nouvelles coordonnées iibsidiiff, f/nr 1rs forces don- 
nées le sont au moyen îles coordonnées relatives ; on y 
joindra les forces fictives telles qu'elles ont été détermi- 
nées dans le cas d'un point libre; enfin les points seront 
assujettis à conserver les distances données les uns avec 
les autres, et à se mouvoir sur des surfaces ou des courbes 
ayant pour équations, par rapport aux axes fixes, les 
équations données, exprimées en coordonnées relatives 
aux axes mobiles. 

237. Cas général. — Les conditions que nous venons 
d'examiner sont celles qui se renconirent le plus ordinai- 
rement. C'est pour cela seulement que nous les avons pré- 
sentées en premier lieu, car nous aurions pu commencer 
par le cas, tout à fait général, dont nous allons maintenant 
nous occuper. 

Supposons que les liaisons du système soient exprimées 
par des équations renfermant le temps et les coordonnées 
absolues x, y, z, x',y', b', X e , y", z", . . ., d'un nombre 
quelconque de points. M, M'. M", >'ous avons démon- 
tre 1 que le mouvement ab-nlu sera le même que si l'on sup- 
primait les liaiions et que l'on introduisit «'ii chaque point 
îles forces déterminée* par Ivs équations qui répriment n-i 
liaisons. Ces forces, pour un point quelconque M ayant 
pour coordonnées x,y, z par r.ippori . ; i un ^v-tûme quel- 
conque d'axes, «ont normale* aux différentes surface s que 
l'on obtient à l'instant que l'on considère, en regardant 
X, y, z comme seules variables dans toutes les équations où 
elles entrent; et les valeurs des composantes de ces forces, 
parallèlement aux x, y, z, sont les produits des dérivées 
partielles de ces équations, relativement à x,y, z, par un 
facteur commun qui n'est pas donné, et qui est le même 



pour toutes les dérivées provenant de la même équation; 
en sorte qu'il y a autant de ces inconnues qu'il y a d'équa- 
tions ; el qu'il est possible, par conséquent, de déici miner, 
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Observons maintenant que 


i, dans toutes ces équations 
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entrait que des coordonnées 


absolues, on remplace celles- 


i par des coordonnées reU- 
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droites coïncidant avec les a 
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qu'ils occupent à cet instant. Les équations de liaison seront 
les équations proposées exprimées au moyen des coordon- 
nées relatives. Les forces à introduire auront leurs compo- 
santes suivant ces axes, représentées par les dérivées par- 
tielles des équations par rapport aux coordonnées relatives, 
multipliées par des facteurs communs en même nombre que 
ces équations, comme nous l'avons rappelé en dcJa.il tout à 
l'heure. D'où l'on conclut la proposition suivante: 
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Le mouvement relatif d'un système de points, liés par 
des équations quelconques entre le temps et Us coordon- 
nées de ces points par rapport aux axes mobiles, est iden- 
tique à un mouvement absolu du même système, en sup~ 
posant : i° qu 'il parte d'un état initial identique à l'état 
relatif initial/ a" qu'il soit soumis à faction des forces dont 
les composantes sont exprimées par les mêmes fonctions 
des coordonnées des points, que celles des forces données 
le sont au moyen des coordonnées relatives; 3" qu'on y 
joigne les forces fictives; 4" et en supposant enfin le sys- 
tème assujetti à des liaisons exprimées par des équations 
renfermant les coordonnées actuelles de la même manière 
que les équations données renferment les coordonnées 
relatives. 



DigilizM 0/ Google 



CHAPITRE XVIII. 



CE QUE L'ON ENTEND PAR FORCES INSTANTANÉES. - LEUR 
MESURE.- DÉTERMINATION PU MOUVEMENT QU'ELLES PRO- 
DUISENT. - SUPERPOSITION DE LEURS EFFETS. 



238. Nous avons démontré (n° 184) qu'une force con- 
stante pouvait être mesurée par la quantité de mouvement 
qu'elle a produite, divisée par le temps employé à la pro- 
duire; d'où il résulte que, pour produire une quantité de 
mouvement déterminée, il faut que la durée de l'action soit 
d'autant moindre que la force employée est plus grande, 
mais qu'il n'y a aucune force ijui puisse y parvenir sans 
employer un certain temps. Néanmoins, si l'effet est pro- 
duit dans un temps si court, que rien n'ait pu changer sen- 
siblement dans les positions des points, on pourra, dans la 
plupart des cas, faire abstraction de ce temps; et, pour in- 
diquer cela, nous donnerons à la force le nom de force 
insianlnnêe. 

Pour mesurer, soit la valeur constante d'une pareille 
force, soit sa valeur moyenne, si elle est variable, on pour- 
rait la rapporter à l'unité ordinaire, cl l'on aurait pour 
mesure la quantité de mouvement produite, divisée par 
la durée de l'action. Mais cette durée n'étant pas appré- 
ciable, au moins dans le cas où il peut y avoir quelque uti- 
lité à considérer ce genre de force, il vaut mieux ne pas 
l'introduire dans la mesure, et se bornera la quantité de 
mouvement. On supposera alors à l'action la durée que l'on 
voudra, pourvu qu'elle soit extrêmement petite; les effets 
n'en dépendront nullement, comme nous allons le faire 
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ment qu'elle produit en agissant sur un point matériel 
libre i n repos. Et, rointro 1 la di < omposîtion des force-, se 
fait de la même manière que relie des vitesses, il s'ensuit 
que les composâmes d'une forte instantanée, prise! paral- 
lèlement ii des directions données, d'après les mêmes règles 
que pnur les forces continues, ne sont autre cliase que les 
forces instantanées qui correspondraient aux composantes 
de la vitesse totale suivant les mêmes directions. 

EnGn, comme les composantes de la vitesse d'un point 
matériel, parallèles à trois a 1 »!'* Ii\i-, se trouvent, augmen- 

composantes de la force instantanée qui agit sur un point 
matériel eu mouvement, sont mesurées par les quantités de 
mouvement correspondantes au* accroissements des com- 
posantes de la vitesse de ee point, 

269. Pour déterminer l'effet de forées instantanées sur 
un système quelconque déjà en mouvement, appliquons 
l'équation (1} à ces forces, en néi;II^«niil toutes les autres, 
qui ne peuvent produire aucun effet appréciable pendant [a 

avant les autres. Les valeurs de x, _r, *, x',... peuvent 
être regardées comme invariables pendant ce temps; et il 
est facile de voir qu'il en est de même de Sx, Sj, fa,.. . . 
En effet, .ces variations satisfont aux équations différen- 
tielles de L = o, M = o,. . . , dans lesquelles £ est consi- 
déré comme une constante. Or, cette constante ne chan- 
geant qu'infiniment peu, dans l'intervalle de temps que 
Ton considère, les quantités 3x, ày,... ne peuvent chan- 
ger que de quantités infiniment petites par rapport à elles- 
mêmes, et doivent par conséquent être considérées comme 
a3 
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invariables. Intégrons maintenant l'équation (t) par rapport 
à t, en prenant pour limites le co m m en ce ment cl la fin 
de l'intervalle 65 désignons par mX, fnY, mZ les compo- 
santes de la force appliquée au point dont la masse est m ; 
« p.r A f , A g, A ± 1„ i-VU, d. *£ *. & *, 
^ , qui soin les accroissements des quantités ~, ~, 
'— : nous obtiendrons ainsi l'équation 

S-[(/«-»ï)»+ (/»- 4)» 

+(/ z *-4H=°- 

Or, la force appliquée à la masse m ayant pour compo- 
santes mX, mï, mZ, les intégrales ni Jxrft, mj* Yift, 
m ÇZidt stmt les composâmes de la quantité de mouvement 
que produirait cette force dans le temps 9, et, par consé- 
quent, les composantes de la force instantanée., d'après le 
sens que nous attachons à celte dénomination. Si on les 
représente par X,, Y,, Z,, l'équation précédente devient 




Mais, si la masse m était libre, les composantes de la 
force instantanée qui changerait les composantes de sa vi- 
tesse, de la même manière qu'elles l'ont été, seraient 



dx dy dt 
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Donc l'équation (3) exprime qu'il y a équilibre entre les 
forces instantanées qui ont agi, et les forces instantanées, 
prises en sons contraire, qui produiraient le même change- 
ment dans le mouvement de chaque point s'il était entiè- 
rement libre : ces dernières forces ne sont autre chose que 
les forces d'inertie correspond:! ni es au changement brusque 
des vitesses. Le principe de d'Alcmbcrt s'applique donc 
aux changements brusques comme n ceux qui s'opèrent 
d'une manière continue dans le mouvement d'un système 
quelconque, en entendant que les forces instantanées se 
mesurent par la quantité 1 de mouvement qu'elles commu- 
niqueraient à un point libre. 

Il est important du remarquer que les accroissements des 
composantes des vitesses, ainsi déterminés, sont indépen- 
dants des grandeurs de ces vitesses, et sont les mêmes que sî 
le système était en repos au moment où agissent les forces 
instantanées. 

260. Lorsque l'on aura éliminé de l'équation (3) toutes 
les variations qui dépendent des autres, et qu'on aura égalé 
a zéro les coefficients de celles qui resteront, les équations 
ainsi obtenues renfermeront linéairement les composantes 
des forces instantanées, et les accroissements des compo- 
santes des quantités de mouvement; et, de plus, aucun 
terme ne sera indépendant de ces quantités. Ces équations, 
jointes aux équations de condition, dont on déduira, par 
la différentiation, des équations renfermant linéairement 
à tous leurs termes les accroissements des composantes 
des vitesses, détermineront toutes les quantités inconnues 




Or, d'après la théorie des équations du premier degré, 
les dénominateurs de leurs valeurs seront indépendants 
de X„ Y„ Z,, X'„. . ., et leurs numérateurs les reuferme- 
»3. 
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roui liiiOariviiieni et sans U'i'UH's inilrpruclatii; . Dune. ;i les 
forces instantanées varient toutes dans un miimc rapport, 

dans ce même rapport. Et plus fiénéralcmi'iil, si Von consi- 
dère autant de systèmes nue l'on voudra dp forces instan- 
tanées, les accroissements des composantes des -vitesses 
de chaque point scivni les sommes des accroissements 
qui correspondraient à chaque système de forces, agissant 
séparément sur le système des points en repos. 

On arriverait à la même conséquence sans s'appuyer sur 
la résolution des équations du premier degré, et par la seule 
observation que nous avons l'aile sur la loiiue des équations 
de la question. 

Ainsi, les effets que produirai t chacune des forces, si elle 
agissait Seule, se produisent en m nue temps sans se nuire; 
ils se superposent les uns aux autres : et, en estimant les 
vitesses acquises suivant les mêmes directions, elles s'ajou- 
tent pour former la vitesse totale acquise dans ces direc- 
tions. 

El l'on voit encore que les vitesses, après reflet des forces 
instantanées, sont les mêmes que si le système partait du 
repos et fût sollicité par les forces instantanées données, 
auxquelles on joindrait d'autres forces instantanées capables 
de communiquer au système en repos les vitesses dont ses 
différents points sont animés a l'instant que l'on considère. 



261 . Si nous n'avions pour objet que de ramener la 
science des forces à celles qui ont été étudiées avant elle, 
notre tâche pourrait être considérée comme accomplie. En 
effet, nous avons trouvé une formule au moyen de laquelle 
toutes les questions de mouvement et d'équilibre, sur des 
systèmes exactement définis, sont ramenées à de pures- 
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-questions de calcul, eu n'exigeant plus que les théories de 
la sc ience des nombres ei de la Géométrie. 

Mais, indépendamment de l'intérêt que présente la solu- 
tion de tous les problèmes particuliers de mnuvement et 
d'équilibre, la science des force." leiifci me des propositions 
importantes, utiles par leur application à un grand nombre 
de questions particulières, mais qui se recommandent sur- 
tout par leur généralité même et par l'intérêt qui s'attacbe 
toujours aux grandes conceptions. Nous allons montrer 
comment elles peuvent être tirées du principe qui contient 
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QUELQUES CONSÉQUENCES GÉNÉRALES W PBINCIPE 
DE D'ALEMBERT. 



Parmi les déplacements virtuels en nombre infini 
que l'on peut donner à un système, à une époque quel- 
conque de son mouvement, il y en a quelques-uns qui, 
quoique insuffisants pour déterminer le mouvement même, 
peuvcnl néanmoins en faire connaître d'importantes pro- 

Nous considérerons d'abord un système entièrement 
libre, dont les points sont soumis à des liaisons mutuelles 
quelconques, el sont sollicités par des forces extérieures 
quelconques. Dans ce cas, les déplacements virtuels que 
nous lui donnerons, seront ceux qui seraient possibles en 
laissant tous les points dans les mêmes positions les uns par 
rapport aux aunes; ou, en d'autres termes, eu concevant 
que le système devienne complètement rigide, avec la figure 
qu'il a au moment que l'on considère, el restant toujours 

Les équations que l'on tirera ainsi de la formule géné- 
rale seront précisément telles qui exprinict 'aient l'équilibre 
du système devenu rigide, et sollité par les forces dont les 
composantes seraient, pour le point quelconque ayant la 

'x_„4£, 1-.%, 

de de itt' 

Ces équations sont au nombre de six, el nous allons consi- 
dérer d'abord les trois premières. 
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MOUVEMENT OC CENTRE DE GRAVITÉ. 

Les trois premières équations de l'équilibre de ces forces 
d'où l'on lire 

« 2-£=2*. 2»ï=2*. 2-9=2?- 

Les premiers membres de ces équalions peuvent Être trans- 
formés en introduisant les coordonnées x,,f\, Si du centre 
de gravité du système proposé, en entendant par là le point 
qui, à une époque quelconque du mouvement, deviendrait 
le centre de gravité du système, si on liait instantanément 
tous les points entre eux. 

En edèt, les coordonnées de ce point satisferont aux 
équations 

(2) 2«* = M*„ 2*^ = "^. X WÏ = Ml " 
M désignant la somme totale des masses du système. 

Ces équations ayant lieu à chaque instant, on pourra les 
différentier par rapport au temps, et l'on trouvera 

m 2-S=«£ S-J-fc 2-$—$ 

et, en les dtflcrentiant de nouveau, 

<*' S*^?" 11 ??* 2 m ^T= M ï ! ' 2™^="^' 
d'où, en vertu des équations (i), 

i« «£'=2*. »ï=2*. «£=2«. 

équations qui expriment que las composantes de l'accélê- 
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ralio» du mouvement du centre de gravité, sont identiques 
à celles que l'on trouverait pour un point dont la masse 
serait M, et qui serait sollicité par toutes les fortes don- 
nées, transportées parallèlement à elles- marnes en ee point. 
Si donc on supposait un point ayant un masse M, pariant 
de 1» position initiale du centre de gravité, avec la même 
vitesse dans la même direction, ses coordonnées seraient 
déterminées par les mêmes équations que celles du centre 
de gravité, et ces deux points coïncideraient à cliaque 

2G3. Considérons maintenant l'état initial du système 
proposé, et supposons qu'il suit produit par des forces 
instantanées appliquées à ee système en repos. Désignons 
par A, B, C les composantes de celle qui est appliquée 
au point m, par A', B', C celles de la force appliquée 
à m', et ainsi des autres, ces forces pouvant d'ailleurs être 
nulles pour un nombre quelconque de ces points. Nous 
avons démontré qu'il y avait équilibre entre ces forces et 
les accroissements instantanés des quantités de mouve- 
ment, cl, comme elles sont appliquées à des poinls en 
repos, ces accroissements seront les composantes mêmes 
des quantités de mouvement instantanément acquises. Dé- 
signons les composantes des vitesses initiales par 




il y aura équilibre sur le système propose entre les forces 




rigide, d'où résulteront les trois premières équations 

S>(S).=2>. 2>(ï).=2> 2"(t).=2 c ' 
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et, d'après les équation* (3) considérées à cet instant, 

»($).=2 1 ' »(S).=2»' M (î),=2 c - 

On voit donc les composantes de la vitesse initiale 
du centre de gravité sont les mêmes qu'elles seraient pour 
on point ayant la masse M, et sollicite- par toutes les farces 
instantanées qui délcrneinent les vitesses initiales du sys- 
tème partant du re'pos, re:s forces étant transportées paral- 
lèlement à elles-mêmes eue t-e point. Ko réunissant ces deux 
propositions, on aura le principe suivant : 

Le mouvement du centre de grtivitti il' un système libre 
quelconque est le même que si l'on y réunissait toutes les 
masses des différents points, et qu'on y transportât, pa- 
rallèlement à elles-mêmes, les forces instantanées et les 
forées continues, qui produisent l'état initial cl les états 
subséquents du système. 

204. Il résulte de là que si aucune force extérieure n'est 

qui y sont appliquées se détruisent quand on les trans- 
porte en un même point, le mouvement du centre de gra- 
vité est rectilïgtic et nnifui me. Sa direction est donc celle 
de sa vitesse initiale, et, par conséquent, de la résultante 
des forces instantanées qui ont mis le système en mouve- 
ment; ou encore, des forces instantanées qui lui donne- 
raient, à un instant quelconque, le mouvement dont il est 







Lorsque les points du systèm 




autres des ailinns reVi|!tïif(tu's. 




n'en sera pas altéré, puisque 




ce point, s'y détruiraient deux 


à deux. Ainsi des chocs ou 


des liaisons subites établies en 






ns intérieures, produisant 
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nécessairement des actions égales et contraires, nu sau- 
raient modifier en rien le mouvement du centre Je gravité. 
C'est eu cela que consiste le principe de la conservation 
au mouvement du centre de gravité. 

II est essentiel d'observer que toutes les propositions 
précédentes sont indépendantes de la nature des forces et 
des lois de leur action. 

205. Considérons maintenant les trois dernières équa- 
tions d'équilibre, qui expriment que les sommes des mo- 

menis des forces X - m £î, Y - m Z - m % etc. , 
di' de de ' 

par rapport aux trois axes, sont nulles. Ces équations sont 

2K«-î)-(*-3)]-* 
9)]-* 

2[M*-»S?M*-£)H 



et peuvent se mettre so 


us la forme 




-ï)-2^-n 




-ï)-2(.x-*i 




-4ï)=2'"-^'- 


Ces équal.oos ont lieu 
elles eïpnn.eul que le 
données, par rapport a 
des moments des fore, 
libres le mouvement qu 


I summes des moments des forces 
.« iroi. ..... .oal is.li. è relW 

>g qui produiraient sur Ira points 


'JtHt. No,,* nous o.Tt 


Jperons parikuliêremem du c as où 
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les second membres dos éqnaiinns ( i) sorii nuls llela aura 
lieu d'abo.d si les forces X, V, Z,... sont toutes nulles, 
c'est-à-dire si le système qui a été mis cii mouvement est 
abandonné » lui -mime, sans :111c uni; ai lîmi élrdn^én'. 

Cela aura lieu encore si les points sont soumis à des 

gide; car ces seconds membres sont les 'sommes des mo- 
ntent'. d<'-> forres par 1 appui l aux axes : el ces nommes sont 
nulles si les forées -ont en équilibre. Cela comprend le 
cas d'actions mutuelles égales et de sens contraires, cl, par 
conséquent, de chocs quelconques entre les diverses par- 
ties du système. 

Enfin, ces seconds membres sont encore nuls si toutes 
les forces appliquées aux divers points du système passent 
par un même point, choisi pour origine des coordonnées. 
En effet, les composantes X, Y, Z d'une quelconque d'entre 
elles étant proportionnelles aux coordonnées du point d'ap- 

_rZ-;Y = o, iX — xZ = o, j:Y— jX=o. 

On voit même qu'il suffirait que les forces eussent une 
résultante passant par l'origine. De sorte que les seconds 
membres des équations (1) seront nuls toutes les fois que 
les forces seraient en équilibre sur le système rendu rigide, 
et lié au point fixe qui a été pris pour origine. 

Le cas dont nous allons nous occuper a doue encore une 
assez grande généralité. 

Les équations (1) deviennent, dans cette supposition, 
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intégrant par rapport à f, cl représentant par c, il , c" trois 
constantes, on obtiendra 

' (2-(-î-'î)-'- 

des moments, par rapport aux axes, des forces dont les 
composantes seraient exprimées pour chaque point par 

rlx dr di , , , , 

m Ut' m "dï* ~tt' c esl " a "''"' c '' es ■ 0, ''' cs instantanées, 
qui produiraient sur chaque point libre, et paitanl du 

Ainsi les équations (3) expriment que les sommes îles 
moments des quantités île mouvement qui animent le 
système à un moment quelconque, estimées par rapport à 
trois axes rectangulaires, sont constantes ; et que, par 
conséquent, il i:n est île même par rapport à toute direc- 
tion. Ou, en d'antres termes, si. à un instant quelconque, 
on considère les forées instantanées qui produiraient sur 
chaque point libre, et parlant du repos, le mouvement 
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teinenl l'un à l'autre; si une parlie 


du système, 


d'abord 


ga/.eu-i-, il. ïin.iil liquide, |iu.-> scluli-, | 


mur vu que rc 


tas'opé- 


ràt pur des actions deux il deut, cgi 






encore, si le changement Je tempérait) 


re de diffère» 




d'un »y«ième changeait leurs actio. 


is mutuelles. 




suite, leurs distance». Ces diverses c 


ircoosla mes 





.utenl dans le système du mondi 



// est mutité de rappeler que les svmmes tics moments 
seraient Us marnes pour fout systèm,! de fo-ces instan- 
tanées, produisant sur le système proposé le mouvement 
existant, puisque, d'apièf le principe de d'jilcmbert, ces 
forces seraient en équilibre avec l'autre pris en sens con- 
traire, sur le système tel qu'il est, et aussi après qu'on 
l'aura rendu rigide. 




résultante et le même couple résultant, par rapport à une 
même origine. 

Si l'ou applique h ces forces les propositions <[iti ont élé 
établies dans la théorie de l'équilibre relativement à la 
réduction d'un système quelconque de forces, on obtiendra 
les conséquences suivantes : 

Lorsqu'un système libre quelconque est sollicité par des 
fortes qui se détruiraient mutuellement s'il devenait rigide, 

La somme des forces représentées par les quantités de 
mouvement de ses différents points, estimés dans une même 
direction, est constante; 

Le centre de gravité du système se meut parallèlement à 
la résultante des quantités de mouvement, transportées en 



droites qui pissent par un même point de l'espace, relie 
pour laquelle la somme est la plus grande est invariable : 
c'est l'axe du couple résultant des quantités de mouve- 
ment, relatif à celte origine. Cette direction, ainsi que la 
valeur du moment total correspondant, sont les mêmes 
pour tous les points de la parallèle à la résultante, menée 
par ce même point. La direction peu! Être la merae, 
sans que le mouvement soit le même; c'est lorsque les 
forces représentées par les quantités de mouvement sont 
réductibles à une force unique. Dans ce cas, tous les points 
du pian mené par cette force et le point que l'on considère, 
donneront une même direction pour l'axe du moment 
maximum ; mais le moment ne sera le même en grandeur 
et en direction que pour 1rs points d'une même parallèle à 
la résultante. 

Il existe un axe central unique, parallèle a la résul- 
tante, et tel que pour tous ses points sa -direction est celle 
de l'axe du moment maximum ; et ce moment est moindre 
que le maximum relatif à tout autre point de l'espace. 11 
se détermine facilement dès qu'on tonnait la résultante et 
le couple résultant relatif à une origine donnée. Dans le 
cas où le système des forces représentées par les quantités 
de mouvement est réductible à une force unique, la droite 
suivant laquelle elle agit est l'axe central. 

268. Conservation des moments dans le mouvement 
relatif. — Supposons maintenant que les axes auxquels 
on rapporte la position des points, se ni eu vent eu restant 
parallèles à eux-mêmes, le mouvement relatif sera iden- 
tique au mouvement absolu qu'on obtiendrait en parlant 
d'un étal initial identique à l'état relatif initial, et ïntr.o- 
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Dans lu cas actuel, où les axes n'ont qu'un mouvement de 
translation, les forces fictives se réduiront, pour chaque 
point du système, à une force accélératrice égale, paral- 
lèle, et de sens contraire à celle qui donnerait à un point 
matériel libre le mouvement que suit l'origine des axes 
mobiles. 

Lorsque ces forces whmies aux forces données seront en 
équilibre sur le système rigide, ou donneront une résul- 
tante passant constamment par l'origine mobile, le prin- 
cipe de la conservation des moments aura lieu dans le mou- 
vement relatif. 

Supposons toujours que les forces données soient eti 
équilibre sur le système rigide. Il sera nécessaire alors que 
les forces fictives soient en équilibre sur ce même système, 
ou bien qu'elles donnent une résuhanic qui passe constam- 
ment par l'origine mobile. 

Or, ces forces se composent en une seule, appliquée au 
ecnlre de gravité du système, parallèle et du sens contraire 
à la force accélératrice qui produirait le mouvement de 
l'origine, et égale au produit de celle force par la masse 
du système. Il est donc nécessaire et suffisant que celte 
dernière force soit nulle, pour que les autres soient en 
équilibre. Dans ce cas, l'origine a un mouvement recti- 
ligne uniforme, entièrement arbitraire. On obtient ainsi 
la proposition suivante : 

Lorsque les forces appliquées à un système libre s'y 
détruisent lorsqu'il devient rigide, le principe de lu con- 
servation des moments a lieu dans le mouvement relatif 
à tout système d'axes qui « meuvent parallèlement à 
eux-mêmes, de manière que leur point de rencontre ait 
un mouvement quelconque rectiligne et uniforme. 

Le centre de gravité du système ayant, d'après l'hypo- 
thèse, un meirtement recliligne uniforme, il s'ensuit que le 
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principe a lieu pour un système d'axes de directions con- 
stantes et Joui S'uriyliif: coïncidr conslaniiiii'iit lire le 
cent ru de gravité du système. 

Le même principe aura encore lieu lorsque la résultante 
des forces fictives, au lieu d'être nulle, passera constam- 
ment par l'origine; ce qui exige que la droite menée par 
le centre de gravité du système, parallèlement à la force 
accéléra trir« cie l'origine, passe toujours par cette origine 

On peut donc énoncer celle seconde proposition : 
Lu principe de la conservation des moments a lieu, 
dans h mouvement relatif, lursi/ue les fixes se déplaçant 
parallèlement à eux-mêmes, et ijue la force qui produi- 
rait le mouvement de l'origine passe constamment par 
le centre de gravité du système. 

Ce principe a donc lieu dans le cas particulier où l'ori- 
gine a ii» mouvement arbitraire sur la droite nue décrit le 

Cette dernière proposition renferme, comme cas Irès- 
parliculier, une des précédentes, où l'ou supposait que 
l'origine était au cenlre de gravité lui-même. 

On peut remarquer que le principe démontré dans ce 
numéro renferme celui du numéro précédent, il suffit, 
pour l'obtenir, de supposer nulle la forée dirigée vers le 

gine était immobile. — Les deux propositions précédentes 
se rapportent seulement à l'invariabilité des moments rela- 
tifs; mais on pourrait ajouter encore la condition que ces 
moments fussent les mêmes que si l'origine restait en 
repos. Voyons s'il es! possible d'y satisfaire. 

Prenons pour axes fixes des x,y,z une des positions des 
axes mobiles; soient s, S, y les coordonnées de l'origine 
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mobile, à une époque quelconque. La somme des moments, 
par rapport à l'axe des x, sera 

fi 2"(>i-4> 

La somme des moments relatifs à l'axe mobile parallèle au 

(fr) 2™H> - »W»-ï) -(* - TKtr- «)]■ 

On aura de même les moments relatifs aux deux autres 
axes, fixes ou mobiles. 

Or, si l'on désigne par x,, y,, z t les coordonnées du 
ci'ii tn; de gravité, el par M la masse wlalc du système, la 
différence des expressions (a) et (b) se réduit à 

"(•î-»3)*-('î--î)*«('2-.î)- 

11 s'ensuit que pour que les deux expressions (a) et (b) 
soient égales, il faut que l'on ait 

dS d-j djr, di z df dt _ 

L 'dt~ X 'dt + ''~dt~ ~dt + ~dt~" l ~di~ 0 ' 

Or, on satisfera d'une manière particulière à celte équation 
en posant séparément 



y, ; i, dS ; dy, 6:7 dy, : rfs,, 6 : y ;; dS ;dy. 

Eu faisant de même pour les deux autres axes, on voit 
qu'on satisfera à toutes les conditions en posant 

<x\t\y\'.d&\d&'.dy',', dit l djr, : ds, x,',y, lz t , 



e qui exige seulement que le centre de gravité et l'origine 



3?0 DU MOUVEMENT PRODUIT Pin LES POUCES. 

se meuvent sur une même droite passant par le poÏDt qui a 
été pris pour origine fixe. 

On obtient ainsi la proposition suivante : 

Lorsque l'origine se meut d'une, manière quelconque sur 
la droite décrite par le centre de gravité du système, les 
moments relatifs ont la même valeur que si cette origine 
restait fixe. 

On en déduit, comme cas particulier, celle autre propo- 

Les moments relatifs à des axes de directions constantes 
qui se meuvent, et se coupent au centre de gravité, sont les 
mêmes que si ces axes restaient immobiles dans une quel- 
conque de leurs positions, 

270. Conservation des aires. — Les équations (3) peu- 
vent être envisagées sous un autre point de vue, et démon- 
trent une propriété géométrique remarquable du mouve- 
ment en question. En effet, si l'on considère l'aire conique 
décrite par le rayon vecteur mené de l'origine au point dont 
les coordonnées sont x, y, z, elle se projette sur les plans 
coordonnés suivant les aires décrites par les projections de 
ce rayon, et dont nous allons calculer les expressions. 

Soit 9 l'angle formé avec l'a ne des y positifs par la pro- 
jection /' du rayon vecteur sur le plan YZ, et qui tourne 
de l'aie des y positifs vers l'axe des z positifs, ce qui est 
le sens direct par rapport à l'axe des x positifs ; on aura 

tangfl= -i les signes de toutes les quantités étant pris de 
la manière ordinaire. 

On tire de cette équation 

•IS ^ ydz-tdf . 

et, comme y =. rcosfl, on aura 

r'dt —ydz — tdy. 



Doncydt — zdy est le double de la différentielle de l'aire 
décrite par le rayon /■; elle est de même signe que dù, et, 
par conséquent, positive quand le mouvement est direct, et 
négative quand il est rétrograde. 

Or, si l'axe de l'aire plane infiniment petite, décrite dans 
l'espace, fait un angle aigu avec l'axe des x, la projection 
du rayon vecteur sur le plan YZ, qui est d'ailleurs un plan 
quelconque, aura un mouvement direct; et si l'angle est 
ohms, ce mouvement sera rétrograde : Aanc.ydz — sdjr est 
égal, en grandeur et en signe, au double de l'aire infini- 
ment petite décrite dons l'espace, multipliée par le cosinus 
de l'angle formé par J'axe de cette aire avec l'axe des x po- 

Cela posé, si l'on désigne par ),, 1', 3." les sommes des 
aires décrites par les projections des rayons vecteurs sur les 
plans coordonnés, et multipliées chacune par la masse du 
point correspondant, les équations (3) pourront fitre mises 




d'où 

\—cl, X — c'l, l' — c"l, 

en estimant les aires à partir de ( = o. 

Ainsi, lorsque les points d'un système libre ne sont sou- 
mis qu'à leurs actions mutuelles, ce qui comprend les cliocs 
entre les divers points du système; et, plus généralement, 
lorsqu'ils sont soumis n des forces qui seraient en équilibre 







gine, ce qui comprend le cas de forces 


quelconques dirigées 
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garde comme positives les aires décrites d'un mouvement 
direct, et comme négatives celles qui sont décrites d'un 
mouvement rétrograde. C'est en cela que consiste le prin- 
cipe de la conservation des aires. On voit qu'il ne diffère 
que par la Tonne, du principe de la conservation des mo- 

271 . S'il y avait deux centres d'action, lors même que 
l'un d'eux serait pris pour origine, les seconds membres 
des équations (t) ne seraient plus nuls. Mais L'un d'eux dis- 
paraîtra si l'on prend pour axe des z la droite qui passe par 





>u *Y— jX = o. 
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272. Plan invariable. - 


- Si l'on cherche 


1. plm ,ur 


lequel la somme des projeci 


ions des aires mul 


,i P lié«, par 




on trouve, d'apr 


ès les théo- 



rèmes démontrés daus les éléments, que les cosinus des 
angles p, tj, r que la direction de son axe forme avec 1 es- 
axes de coordonnées, sont 

X 

H- y» -+-*"' 

r 

W + y + r-' 
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La direction do ce plan est donc indépendante ilti temps, el 
Laplare, qui l'a reconnu le premier, lui a donné le nom do 
plan invariable . Les équations (3) montrent qu'on pourra 
le déterminer si, à un certain instant, on connaît las masses 
des différents points du système, leurs positions et les 
composantes de leurs vitesses. Les actions mutuelles des 
points, et les chocs qui peuvent survenir entre eux, ne 
changent pas la direction du plan invariable, puisque les 
seconds membres des équations ne cessent pas d'être nuls. 
Il en est do même s'il y a un centre fixe d'action, ou un 
point fixe, pourvu qu'on le prenne pour origine. 

On voit que ce plan n'est autre chose que celui du couple 
résultant des quantités de mouvement; et toutes les pro- 
positions qui ont été établies pour ce dernier s'applique- 
ront identiquement à l'autre. Nous nous dispenserons de 
les rappeler, et nous renverrons pour beaucoup d'autres 
détails intéressants aux Traités spéciaux, et surtout aux 
Ouvrages de M. Pointot. 



273. Application au syttème ilu momie. — En consi- 
dérant le soleil, les planètes et les satellites comme solli- 
cités seulement par leurs actions mutuelles, le centre de 
gravité de ce système se meut uniformément eu ligne droite, 
avec une vitesse qui dépend de celles qui ont été imprimées 
à tous ces corps, lorsqu'ils ont été abandonnés à eux-mÈmes. 
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lotis prendre une origine des aires qui donne pour le plan- 
du maximum des aires une direction invariable, il faut 
choisir un point qui se meure parallèlement à la droite 
que décrit le centre de gravité; et comme cette droite n'est 
pas connue, il faudra choisir le centre de gravité lui-même. 
Le plan du couple résultant des quantités du mouvement 
relatives, ou, en d'autres termes, celui du maximum des 
aires relatives, pourra se déterminer à une époque quel- 
conque; el comme il sera toujours le même, si l'on y rap- 
porte loua les points du système, il pourra servir à com- 
parer les observations astronomiques faites aux époques les 
plus éloignées. 

Il est bon do remarquer que ce plan, étant indépendant 
de la grandeur des actions mutuelles, ne changerait pas, 
lors même que la loi d'attraction de la matière varierait; 
il est aussi indépendant des changements qui peuvent sur- 
venir dans la ligure des corps célestes, parce qu'ils pro- 
viendront toujours de forces égales deux à deux et de sens 
contraire. Les parties liquides ou gazeuses pourraient se 
lier invariablement à la partie solide d'une planète; les 
planètes pourraient se lier entre elles ou se choquer d'une 
manière quelconque; elles pourraient être brisées par des 
explosions, sans que ce plan fût dérangé. 

Il resterait encore le même si l'on supposait tous les 
corps du système sollicités par des forces parallèles et pro- 
portionnelles aux masses; car les mouvements rapportés 
à trois axes menés par le centre de gravité dans des direc- 
tions constantes, ne seraient pas altérés; et, par conséquent, 
les aires projetées sur ces plans resteraient les mêmes. 

eyUlTIOH DES FORCES VIVES. 

274. Cette équation s'obtient en considérant un déplace- 
ment virtuel particulier, qui n'est pas toujours compatible 
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avec les liaisons du système. C'est celui qui coïnciderait 
avec le déplacement qui s'opère pendant un temps inilui- 
ment petit, dans le mouvement réel de ce système. 

Pour reconnaître quand ce déplacement virtuel est per- 
mis, soit L = 0 uni: des Équations de condition, données. 
Les déplacements virtuels satisferont à l'équation 



dx dy J 



et lors mÊmc que L renfermerait la variable I implicite- 
ment, on ne la ferait pas varier dans cette équation, puisque 
les déplacements virtuels se rapportent au môme instant. 

Si maintenant on désigne par dx, dy, dt,. . . , les ac- 
croissements infiniment petits que prennent les coordon- 
nées pendant le temps dt dans le mouvement effectif du 
syslème, l'équation L = o devant constamment être satis- 
faite, l'accroissement de son premier membre, après le 
temps dt, doit être nul, ce qui donne, en supposant, pour 
plus de généralité, que la variable f y entre explic" 



— dt + ~ tbe+ — dy ■+■ -1- dt -+- -r-; dx' + . . . = o. 
dt dx dy dt dx' 

Or ces deux équations seraient contradictoires si l'on 
prenait 

Sx — dx, Sy — dy, tt — dt,..., 

et cette équation ne sera permise que 91 1 on a — = o, 

quel que soit I. D'où l'on conclut qu'on peut prendre pour 
déplacement virtuel le déplacement infiniment petit que 
subissent en même temps les points du syslème, en conti- 
nuant leur mouvement, dans'le cas seulement où aucune 
des équations de condition ne renferme le temps d'une 
manière explicite. 
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Supposons donc qu'il en soit ainsi, el, dans l'équation 
J j = dx, i_r - rfj-, Sl = ds, 

il vient 

Or le premier membre est la moitié de la différentielle de 

c désignant la vitesse du point dont la masse est m ; et par 
conséquent l'équatiou précédente peut s'écrire ainsi : 

(1) 1 d^m^ = 2(Xrfr + Yrfj- -1- ZA). 

Elle montre que l'accroissement de la demi-somme des 
forces vives de tous les points dans un iati-rvalle de temps 
infiniment petit, est égal à la somme algébrique des quan- 
tités de travail des forers données, développées dans ce 
même intervalle.. 

27H. Lorsque l'espression V (X<2r +-Ydy -\-Zdx) est 
la différentielle exacte d'une fonction f de x, y, z, x' t j', 

pourra intégrer les deux membres de l'équation précédente, 
eutre deux époques quelconques, et l'on aura 

W \%^- t -2m B i= f [* ir ,*,x>,...)-,(z t ,n,i„J t ,..J. 
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Ainsi, dans ce cas, l'a ce roi s soi» cm de force vive peut se 
déterminer dès que l'on connaît les positions de Ions les 
points, aux deux époques que l'on considère; et toutes les 
fois que le système repasseia par une même position, la 
somme des forces vives reviendra la même. 

Si les forces X, Y, Z sont nulles, le second membre de 
l'équation (a) est nul, et la somme des forces vives est con- 
stante. C'est en cela que consiste le principe de la conser- 
vation des forces vives. 

276. Si tous les points du système sont soumis à l'action 
seule de la pesanteur, on aura 

X — o, Y=o, ■L = -gd,„, 

en prenant l'axe des z positifs en sens contraire do la pe- 
santeur. L'équation des forces vives deviendra donc, en 
désignant par z, le s du cenire de gravité du système, et 
par M sa masse totale : 

La somme des forces vives ne dépendra donc que de la 
hauteur du centre de gravité du système; et elle redevien- 
dra la même toutes les fois que ce poiut repassera par le 
même plan horizontal. 

277. Lorsque ce système passe par une position où il se- 
rait en équilibre si ses points n'avaient aucune vitesse, on 
a alors 

2ra(X**-t-Ti>--t-Zfc) = o 

pour tous les déplacements virtuels. Et, comme on peut 
prendre 

ix = dx, ty = dy, 3:=:dt, 
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il s' cmuit 

+ T * + Zrfi) = o, 

et, par conséquent, le second membre de l'équation (a), 
ayant sa différentielle nulle, sera, en général, maximum ou 
minimum relativement à toutes les valeurs par lesquelles il 
passe successivement. Ainsi, la somme des forces vives du 
système obtient ses valeurs maxima ou minimfl, lorsque le 
système passe par des positions où il serait en équilibre, si 
ses points y étaient placés sans vitesse. 

278. Nous allons démontrer maintenant que l'expres- 

est une différentielle exacte quand les forces que l'on y 
considère sont des actions mutuelles entre les points du 
système, proportionnelles aux masses de ces points, et dé- 
pendant de leurs distances seulement. 

Eu effet, soient x, y, z, af, y', z' les coordonnées de 
deux points dont les masses sont ni, m', et dont la distance 
est f. Leur action mutuelle aura pour expression tnnVF, 
F désignant une fonction de /seulement, el les trois com- 
posantes de l'action exercée par m' sur ni seront, en la 
supposant attractive, 

^ P £=f, .* r ï=ï. 

et les termes provenant de ces composantes dans 
seront 

m „< F { - -'fc + l?- r) djr + (»' - _ 
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Les termes provenant des composantes de l'action de m 
sur ai seront 

wf '■W+lr-f )■»'*(=-.') 

et, si on les réunit, un a 

_ mm < F ^-^)l^—^ ')+(r-y)i'ij-' frQ-K x-^itA-^ 

ce qui se réduit à — mm'F'lf, en ayant égard à l'équation 

On aurait trouvé 4- ni m' F df dans le cas d'une action ré- 
pulsive. Ainsi, tous les termes provenant des actions mu- 
tuelles des points, seront (ifs différentielles exactes, quand 
ces actions ne dépendront que de la distance et seront pro- 
portionnelles aux masses; et généralement quand elles se- 
ront égales et opposées. 

Nous avons démontré précédemment qu'il en était de 
même pour toutes les forces agissant vers des centres fixes, 
proportionnellement à une fonction de la distance seule- 
ment. 

Mais le théorème n'aurait plus lieu s'il existait des ré- 
sistances de milieux ou de frottement : les forces X, Y, Z 
dépendraient alors, soit des composantes de la vitesse, soit 
de la pression contre les surfaces ou les ligues qui produi- 
sent le frottement, et 

ne serait plus une différentielle exacte. 

On observera que la différentielle — mmfFdf, qui se rap- 
porte aux attractions mutuelles, est négative si il/est positif, 
et positive si (// est négatif. Doue les attractions mutuelles 
donnent un accroissement dans la somme des forces vives 



quand Ici points se rapprochent, et une diminution quand 
ils s'éloignent. De même, si les actions sont répulsives, la 
soranif des forces vives croîtra si les points s'éloignent, et 
décroîtra s'ils se rapprochent. 

270. La somme des forces vives n'est pus altérée par le 
choc des points du système entre eux, lorsque les corps qui 
se choquent repassent après la compression par les mêmes 
états que pendant qu'elle s'opérait, cl que !a force répul- 
sive qu'ils exercent l'un sur l'autre est la même pour les 
étals semblables* car alors on a des actions mutuelles qui ne 
dépendent que des distances des points entre lesquels elles 
ont lieu. 

Mais il n'en est plus de mGuic, comme nous allons le voir, 
quand les corps qui se choquent ne satisfont plus à cette 
condition, c'esl-à-dïrc quand ils ne sont plus parfaitement 
élastiques. 

280. Perte Je forces vives produite par te choc. — Sup- 
posons que les corps qui se choquent soient entièrement 
dénués d'élasticité, ei désignons par a, b, c les composantes 
de la vitesse du point quelconque tu avant le choc, et par A, 
B, C leursvalcurs après le choc qui a lieu entre des parties 
quelconques du système. 

D'après le principe de d'Alembert, que nous avons dé- 
montré applicable aux forces instantanées, il devra j avoir 
équilibre entre les forces de choc, qui sont deux à deux 
égales et directement opposées, ci celles dont des compo- 
santes seraient exprimées pour chaque point par 

— ml—, —mi — , —ml—, 
•(«-*), ™(È-B), m[c-C). 
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Or, en appliquant le principe des vitesses virtuelle», on 
obtiendra une équation indépendante des forces inconnues 
que produit le choc, si l'on prend pour déplacement virtuel 
celui qui s'opérera réellement après que le choc sera ter- 
miné. En effet, les corps cesseront d'agir l'un sur l'autre 
lorsque leur vitesse sera devenue la même dan» le sens de 
la normale commune; donc alors les moments virtuels des 
deux forées égales et contraires seront égaux cl désignes 
différents; il est donc inutile d'y avoir égard dans la somme 
totale, et l'on aura l'équation 

2 «•[{«- A)dt+(6-B)<fr + (f + C)A]=o. 

Or 

d.r — idC, dy — Hdt, di — Cdl; 

donc 

2«("A+*B + cC-A'-B'-(?) = o. 

Soient 

l'équation précédente devient alors 

2„t..-v. -„■•)=,,, „„ 2-'-2" v '=2-'""' 

ce qui prouve qu'il y a une perte de force vive, égale à la 
somme des forces vives relatives aux vitesses perdues. Cette 
proposition est connue sous le nom de théorème de Carnot. 

L'auteur l'a étendu au cas où les corps qui se choquent 
ont un degré quelconque d' élasticité; mais la difficulté de 
connaître exactement ce degré en rend l'emploi presque 
impossible, dans l'état actuel de la science. Pour qu'on en 
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pût faire usage avec quelque confiance, il faudrait foire 
de nombreuses expériences, dont on ne s'est pas encore 

La perle de forées vives étanl^imv' dans le ras de corps 
sans élasticité, si l'on considère le système immédiatement 
avant et après le choc, les poitils n'ont pas change sensible- 
ment de position. En désignant donc par x,j, s, x',. . . , 
les coo ni un tiées de ces points, au moment où les corps 
viennent en contact, l'équation (a) deviendra, en ayant 
égard à la perle instantanée de forces vives, 

:2 — s2-s 

= f{*,r, h *■.-) - t(*« r« **> *.»•••) - ^2 muJ * 

Les équations (a) el (3) sont irès-utiles dans !e calcul de 
l'effet des machines. Nous nous bornerons à en indiquer 
celle application, dans les détails de laquelle nous ne pou- 

281 . L'équation (a) prend une forme reniarquahle quand 
ou y introduit les vitesses des points par rapport au centre 
de gravité du système. 

En elle!, soient x, y, z les coordonnées d'un quelconque 
de ces points par rapport à des axes fixes; Jj, «, f celles du 
même point par rapport au centre de gravité r on aura 

x= *. + E. y—r, + n, »=»,4-(; 
et, par suite, 

dt> dp dl' dp dp df 
\ dl dl + dl dl + dl dl)' 
Si l'on désigne par u la vitesse du ceutre de gravité, par V 



les vitesses dans le mouvement par rapport au centre de 
gravité, et que l'on observe que l'on a 

2j* dt ~~ 2* m di ~ °" 2* m dt ~°' 

on obtiendra, en représentant par M la masse totale du 
système, 

L'équation (a) donne ainsi 

= - M - + f [*,jr, *, *■..■■) - f(*.,7« *. *'..-■)■ 

282. On peut encore faire, au sujet du centrede gravité, 
une remarque qui est souvent utile. Le mouvement de ce 
point étant te même que si toute la masse y était réunie, et 
que toutes les forces y fussent transportées parallèlement 
à elles-mêmes, on obtiendra des propriétés du mouvement 
du centrede gravité d'un système, au moyen des propriétés 
du mouvement d'un point matériel sollicité par des forces 
données. 

En considérant en particulier l'équation relative à la 
force vive d'un point matériel, et employant les mêmes no- 
tations que ci-dessus, on obtiendra 

(5) '-d.a^^dr^x + df.^r+dt^z, ' 

équation qui peut servir, dans bien des cas, à donner im- 
médiatement l'expression de la vitesse u du centre de gra- 
vité. Nous allons en faire usage ici pour démontrer une 
propriété remarquable du centre de gravité d'un système. 
L'équation (t) donne, en y remplaçant ^mv' par sa va- 
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leur, tirée de l'équation (4), 

Id.^mV + -d.Kv' =2( X(ir +T<fy + Zdz). 

Or, si l'on désigue par £, r„ £ les coordonnées par rap- 
port à des axes parallèles à ceux des r,j, z, et passant par 
le centre de gravité du système, on aura 

x = *, + E, y = ? l + *, «=1,4-5, 
et, par suite, 

jir — rfr, -(- df , dy = ilj, -4- <h, tk — dz, -+- dÇ, 

et l'équation précédente devient, en vertu de l'équa- 
tion (5), 

'- <i. 2">V' =2 l ïrf * + T * + zrf 9 - 

c'est-à-dire que l'équation de» forces vives a lieu, par rap- 
port au centre du gravité, comme si c'était un point fixe. 

283. Équation des forces vives dans le mouvement 
relatif, — Considérons maintenant le mouvement du sys- 
tème par rapport à des axes mobiles. Ce mouvement est 
identique a un certain mouvement absolu que prendrait le 
système, sous les conditions définies dans le n n 234, et nous 
pouvons appliquera ce dernier ce qui vient d'être démontré 
pour tout mouvement absolu. 

Ainsi d'abord, lorsque les équations de condition ne ren- 
fermeront pas explicitement le temps, l'accroissement de 
la demi-somme des foi-ces vives relatives, dans an temps 
infiniment petit, sera égal à la somme des quantités de 
travail des forces relatives dans le même inteivalle. 

Rappelons-nous maintenant que les forces relatives se 
composent des forces données et des forces fictives. Ces 
dernières consistent d'abord dans les forces d'inertie qui 
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seraient développées par chaque point du système, si on 
le liait aux axes mobiles, et ensuite à des forces perpendi- 
culaires aux vitesses relatives, et dont le travail est, par 
conséquent, nul. 

D'où l'on voit que l'équation des forces vives a lieu 
dans le mouvement relatif, pourvu qu'on joigne aux forces 
données les forces d'inertie de chaque point, supposé lié 
aux axes mobiles, à l'instant que l'on considère} ou, 
d'après les dénominations employées par M. Coriolis, 
pourvu qu'on joigne aux forces données des forces égales 
et opposées aux forces d'entraînement pour chacun des 
points du système. 

Toutes les propositions que nous avons établies sur les 
forces vives dans le mouvement absolu, se trouvent donc 
applicables au mouvement relatif, au moyen de l'introduc- 
tion de ces forces d'inertie fictives; et il est inutile d'en 
reproduire les énoncés. 

N. B. — 11 ne faut pas oublier que dans le mouvement 
absolu, qui est identique avec le mouvement relatif, les 
équations de liaison ne sont autre cliose que les proposées 
exprimées au moyen des coordonnées relatives, dans les- 
quelles on substitue à ces dernières les coordonnées abso- 
lues prises dans le système des axes fixes que l'on a choi- 
sis; que l'état initial, dans ce système, est identique à 
l'état initial relatif aux axes mobiles; enfin, que les forces, 
tant données que fictives, que l'on considère dans ce mou- 
vement absolu, sont exprimées au moyen des coordonnées 
qui s'y rapportent, de la même manière que le sont, au 
moyen des coordonnées relatives, les forces réellement 
données et les forces fictives considérées dans chaque posi- 
tion du système proposé. 

i5 
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APPLICATION 1 LA ST.lniI.ITf. ES l'ÉQUILISHÉ. dW SYSTEME 

28i. L'équation des fortes vives peut èlre appliquée à 
mu; question inirftssaiitc, ci •Via dr la stabiliié rie l'cijni- 
librc des systèmes. 

Lorsqu'un système de points csl en équilibre, et qu'on 
le déplace infiniment peu, d'une manière quelconque, en 
l'abandonnant ensuite à l'action des mêmes forces, il arrive 
de deux choses l'une : ou les déplacements successifs de 
chaque point par rapport à sa position d'équilibre, restent 
toujours très-petits; ou ils peuvent acquérir, au bout d'un 
certain temps, des valeurs finies. On dit, daus le premier 
cas, que l'équilibre est stable ; et, dans le second, qu'il est 
instable. 

Cela posé, considérons l'équilibre d'un système de points 
assujettis à des liaisons quelconques indépen Jan tesdu temps, 
et telles, que^fXfic + Yàf + Zdz) soit la différentielle 
exacte d'une fonction s, x 1 ,.,.). 

Nous savons que. dans h position d'équilibre, cette 
fonction sera, en général, maximum ou minimum relati- 
vement s toutes les variables indépendantes. Or noas allons 
démontrer que, quand elle est maximum, l'équilibre est 
stable. 

Supposons, en effet, un système de points en équilibre, 
sous l'action de forces X, Y, Z, X', . . . , lesles, que l'ex- 
pression 

soit la différentielle totale d'une certaine fonction 

f(x,j, 1,1',...) en considérant les «riables x,j-, t,x',... 
comme indépendantes. En vertu du principe des vitesses 
virtuelles, la différentielle de la fonction f sera nulle pour 
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tous les déplacements infiniment petits du système, qui sa- 
tisferont aux liaisons auxquelles il est assujetti. Supposons 
qu'alors celte fonction f soit un maximum relativement à 
toutes les valeurs qu'elle prend dans ces divers déplace- 
ments. Désignons par a,b,c,a',... les valeur* de x,y, s, 

points de quantités extrêmement petites, et romimiuiqoons- 
icur des vitesses très- petites;; il s'agit de démontrer que le 
dérangement du système restera toujours très-petit, et que, 
par conséquent, l'équilibre sera stable. 
En cllet, posons 

et désignons par e 0 , y',,... les vitesses très-petites que l'on a 
communiquées aux différents points ; l'équation des forces 

(,) !;I>''-;2'"'=»(' , * i ' s + »' • + '.•■•> 
( -»(« + *., » + »»c-n,...|, 

A„ it a , . . . représentant les déplacements primitifs très- 
petits, estimés parallèlement aux axes. 

Or, puisque la fonction y(x,f, z, x',...) est maximum, 
lonque x,y, z,... ont des valeurs a, b, r, .. ., les termes du 
premier degré en A, A, /,... dilparaiaspul dans le dévelop- 
pement de (f(«-f-A, b + m les termes du 
second ordre, changés de signe, peuvent se mettre sous 
la forme d'une somme de carrés de quantité* dont chaque 
terme renferme, au premier degré, l'une des quantités h, 
k, A-.., et qui sont en nombre égal à celui des variables 
indépendantes. Si l'on désigne ces diverses quantités pari, 
et par R l' ensemble des ternies de degrés supé- 
rieurs au second, on aura 

ti—fk, b + i, c + t,,..} 

= »(«, *,«,...) — (/■-(-»'■ + /"+<..) + », 
a5. 
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et, de même, 

f ( ff+ /,„ b-hi„ c-t- /„...) 

= T ,«, b, c. . .) — [s\ + y,M./ 1 ' + .. 0 + *r 

L 'équation (i) devient donc 

i2^_i2~:=-fy+ •+-...) 

+ (■'! û' + <*+...) + R — R.; 
ou, en représentant par c la quantité très-petite 

(,) ^2""'= t -i"'*'"+"" + "i + H - 

Les quantités /i, A, /, ft',„, ne sont pas toutes indépen- 

moyen des équation! qui expriment les liaisons du système. 
Celles qui réitéraient entreraient au premier degré dans 
les divers termes des quantités i, i', s",... dont le nombre 
est le même que celui de ces variables indépendantes. Il 
suit de là que si ces dernières ont des valeurs très-petites, 
il en sera de même de s, s', 5",..., et réciproquement. 11 
suffit donc de démontrer que (, resteront constam- 

ment très-petites pour qu'il en résulte que les déplacements 
des points du système restent eux-mêmes très-petits, et 
que, par conséquent, l'équilibre est stable. 

Or, le premier membre de l'équation (a) étant essen- 
tiellement positif, il en sera constamment de même da 
second; et il est facile d'en conclure que ehacune des 
quantités s*, j",... restera toujours inférieure à c. En- 
effet, d'après la valeur de c, chacune des quantités 1*, 
est d'abord moindre que c; elles varient ensuite d'une 
manière continue. Supposons qu'il puisse arriver alors que 
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l'une d'elles, par exemple s', devienne égale à e, et ce sera 
?a plus grande de toutes ; elle sera encore très petite, et il 
en sera de môme, à plus forte raison, de toutes les autres. 
Donc h, h, seront aussi très-petils, et la quantité R 
sera incomparablement moindre que chacune des quan- 
tités j% s",.... Donc l'hypothèse s' = c conduirait à ce 
résultat absurde, que le second membre de l'équation (a) 
serait négatif. Les quantités s, s', s*,... restant doue tou- 
jours inférieures à <Jè, et, par conséquent, très-petites, il 
en sera de mime des déplacements h. A, et l'équilibre 

Lorsque la fonction tf(x, j, z, x',...) est un minimum, 
on ne peut faire des raisonnements analogues pour démon- 
trer l'instabilité, de l'équilibre, et il faut examiner spéciale- 
ment chaque cas particulier. 

JLFPLICATIOB DE LA Ml Ml: ÉQUATION AU CALCUL DE l'eFFET 
DES MACHINES. 

285. Les machines ne sont généralement utiles que lors- 
qu'elles sont en mouvement, et, dans ce cas, elles ont pour 
objet de surmonter certaines résistances, et de faire mou- 
voir leurs points d'application de telle sorte, que leurs dé- 
placements, estimés suivant la direction de ces forces qu'il 
faut vaincre, soient en sens contraire de leur action; on 
donne à ces forces le nom de forces résistante!. Celles que 
l'on emploie pour produire le mouvement se nomment 
forces mouvantes. 

Le plus ordinairement, une machine n'est susceptible de 
prendre que deux mouvements différent», opposés l'un à 
l'autre, et dans lesquels la position d'un seul point déter- 
mine celle de tous les autres. Une seule équation suffit donc 
pour déterminer la toi de ce mouvement, dès qu'on con- 
naît le sens dans lequel il a lieu; et la plus commode à 
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employer est celle des forces vives. Celle équation est 

tes sommes jjj> <lu premier membre 3 'd tendent k tous les 
points du système, et la somme ^ du second se rapportant 
k toutes les fiicx-s, soïl mouvantes, soit résistantes, qui y 
sont appliquer s. I, 'intégrale du second membre est prise 
entre deux limites quelconques, et i' 0 et c sont les vitesses 
du point dont la masse est m, relativement à ces limites. 

Les forces dont les composantes sont X, Y, 7. se par- 
tagent naturellement en deux classes. Désignons par P l'une 
quelconque des forces mouvantes, et par dp le déplace- 
ment infiniment petit do son point d'application, estimé 
dans le sens de celle force; ^Pffy sera ta partie de 
^(Xdx + Ydy + Zdz) 

correspondante aux forces mouvantes. Soient de même Q 
l'une quelconque des forces résistantes, et dij le déplace- 
ment de son point d'application estimé dans le sens de 
cette force et abstraction faite de tout signe; ta partie 

correspondante ans forces résistantes sera — ^Qrfg. «I 
l'équation (1) pourra se mettre sous la forme 

w J2;.»'~î2"":=/2'""'-/2 ! ""' 

286. Toute force peut être remplacée par un )>oids sus- 
pendu par un fil dont une extrémité sera fixée au point 
d'application de la force, et dont la direction, à partir de 
ce point, coïncidera avec celle de cette force, par le moyen 
d'une poulie de renvoi. Si l'on fait celle substitution à la 
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force P, lorsque la machine se déplacera 


infiniment peu, 


le poids égal à P descendra de la quanti! 


é dp qui désigne 


•la projection du déplacement de l'exlrén 


«le du fil sur la 


direction de ce fil. Si l'on agit de même 


pour uue quel- 


conque des forces Q, dq exprimera la qu; 


mtilc donts'élè- 



vera le r/oîds égal à Q pendant que le poids P s'est abaissé 
A* dp. 

Ainsi, en supposant d'abord toutes les forces constantes, 
l'équation (a) exprime que l'accroissement de la demi- 
somme des forces vives du système entre deux époques 
quelconques, est égale à la somme des produits des premiers 
poids par les hauteurs respectives dont ils se sont abaissés, 
moins la somme des produits des seconds poids par les 
hauteurs dont ils se sont élevés. 

Nous désignerons, avec M. Coriolis, par quantité de 
travail le produit d'un poids par la hauteur dont il a été 
élevé ou abaissé, et, généralement, le produit d'une force 
quelconque par la projection du déplacement de son point 
d'application sur la direction de cette force. Si la force 
varie d'intensité, on décompose le mouvement en parties 
infiniment petites; les quantités de travail élémentaires 
qui leur correspondent dépendent de la loi que suit la va- 
riation de la force, et l'intégrale qui en exprime la somme 
est la quantité de travail relative au déplacement du poiul 
d'application de cette force. 

Si l'on désigne par travail moteur celui qui se rapporte 
aux forces mouvantes, et par travail résistant celui qui se 
rapporte aux forces résistantes, l'équation (3) exprime que, 
quand le système passe d'une position à une autre, l'ac- 
croissement de la domi-8Mnt»c des foncs vives est égal à 
l'excès du travail moteur sur le travail résistant. 

£87. Si l'on considère la machine à partir de l'instant 
où elle était en repos, on a v, = o, et l'équation (o) de- 
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le second membre est donc toujours positif, 


et par coi 




quent le travail moteur surpasse loujours le 






mu. Ils seront égaux lorsque la machine rei 


tendra au 




pos. Si le mouvement de la machine devient 


; uniforme 




qui est ordinairement le plus avantageux, e 


t qu'on n 


é le 



considère qu'après que l'uniformité est établie, le premier 
membre de l'équation (a) est nul, et, par conséquent, le 
second l'est aussi t d'où l'on conclut que, dans un inter- 
valle de temps quelconque, le travail moteur est égal au 
travail résistant. Mais, comme ce dernier se compose du 
travail que l'on avait en vue de produire et qu'on nomme 
le travail utile, plus le travail correspondant aux frotte- 
ments, aux résistances des milieux, à la communication 
du mouvement aux corps environnants, etc., il en résulte 
que dans toute machine on est obligé de dépenser plus de 
travail que l'on n'en produit. La meilleure n'est que celle 
où l'on en perd le moins; et l'avantage des machines en 
mouvement n'est que de transformer le travail, mais non 
de l'augmenter. 

Lorsque les vitesses sont devenues constantes, il doit y 
avoir équilibre entre toutes les forces, et, en effet, l'équa- 

donne, eu la ditlérentiant, 

équation qui sera satisfaite si le système, quel qu'il soit, 
est en équilibre, et qui en est la condition suffisante, s'il 
est à liaison complète. 
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288. Lorsqu'on veut évaluer le travail correspondant au 
frottement d'un corps en mouvement, et que te contact n'a 
pas lieu en un point constant de ce corps, il ne faut pas re- 
garder la force de frottement comme appliquée au point où 
le contact s'opère, et prendre la distance de deux points de 
contact consécutifs comme l'espace parcouru par le point 
d'application de la force. Il faut, pour faire usage du prin- 
cipe des forces vives, que les forces soient appliquées aux 
mêmes points matériels pendant ce temps très- court relatif 
aux déplacements dx, dy, dz. Or, la force de frottement 
étant tangente au corps, peut Être considérée comme ap- 
pliquée au même point de ce corps, pendant un temps Irés- 
court, en négligeant une distance infiniment petite du se- 
cond ordre. On devra donc prendre, dans l'évaluation du 
travail élémentaire dù à un frottement, le produit de la 
force de frottement par la projection du déplacement, dans 
l'espace, du point du corps qui était au contact à l'instant 
que l'on considère. 

289. S'il y a des chocs entre certaines parties delà ma- 
chine, que nous supposerons que l'on puisse regarder 
comme sensiblement dénuées d'élasticité, il y aura instan- 
tanément une perte de force vive, représentée par la somme 
des forces vives dues aux vitesses perdues par tous les points 
du système. Si Von représente par u cette vitesse pour la 
masse quelconque m, les intégrales du second membre de 
l'équation (a) n'ayant pas varié sensiblement pendant la 
durée du choc, on aura, en désignant par v la vitesse de la 
masse ni après le choc, 

de sorte que, pour maintenir les vitesses v à des valeurs 
déterminées, on sera obligé de dépenser une quantité de 
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travail plus grande de ~2'" u ' : esl donc utile d'éviter 
les cliocs autant que possible. 

290. Lorsque le mouvement de la machine n'est pas 
uniforme, il faut du moins qu'il soit périodique. Dans ce 
cas, si les intégrales qui entrent dans l 'équation (a) se rap- 
portent à un nombre entier de périodes, on a c= t>„ et, 
par conséquent, le travail moteur esl égal au travail résis- 
tant, comme si le mouvement était uniforme; et, récipro- 
quement, si ces deux quantités de travail sont les mêmes 
dans l'intervalle qui s'écoule entre deux positions iden- 
tiques quelconques du système, les vitesses redeviennent 
les mêmes après cet intervalle, et le mouvement est pério- 
dique. Mais il ne suffit pas d'obtenir une même quantité 
de travail, il est presque toujours très-important que ee 
travail soit produit uniformément. Il est presque impos- 
sible de parvenir à une uniformité rigoureuse, maïs on 
peut rendre à peu près insensibles les changements de vi- 
tesse pendant le cours d'une période. Le moyen qu'on em- 
ploie le plus ordinairement consiste à introduire dans le 
système une masse asseï considérable, à laquelle on donne 
le nom de volant, et dont l'effet est de diminuer les varia- 
tions de vitesse correspond a mes aux variations de la diffé- 
rence entre le travail moteur et le travail résistant. Pour 
que le volant charge moins les supports, il est utile qu'il 
ait la moindre masse possible, et pour cela on lui donne 
la forme d'une roue dont la masse esl presque tout eutière 
à la circonférence. Si l'on désigne par W sa vitesse angu- 
laire, la somme des forces vives de ses points pourra être 
représentée par p 1 , u étant une constante dont il sera 
facile de déterminer la valeur, de quelque manière que 
soil répartie la masse du volant. Soit ^"ic 1 la somme des 
forces vives de toutes les autres parties de la machine, et 
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désignons par to' et v' les valeurs de <a et v à une mime 
époque; l'équation (a) pourra se mettre sous la forme 

Prenons pour les deux limites des époques telles qu'il y ait 
le plus de différence possible entre f^dp cl^J^dt/; 
il est facile de voir que ce sont celles où les forces seraient 
en équilibre sur la machine : car, à ces deux époques, les 
éléments de l'intégrale qui forme le second membre chan- 
gent de signe. Il en résulte que ces époques sont aussi 
celles du maximum et du minimum des vitesses. Or, plus jt 
fera grand, moins il faudra que w et soient différents, 
ainsi que v et v', pour que le premier membre soit égal au 
second; et l'on peut, dans cliaque cas, déterminer le volant 
do manière que les diangements de vitesse soient compris 
dans des limites suffisamment petites. 



CHAPITRE XX. 

PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION. 



291 . Nous déduirons encore de la formule générale Urée 
du principe de d'Alembcrt, une proposition qui a eu une 
grande célébrité, suriout par le vague un peu mystérieux 
dont son auteur l'avait entourée. Cette proposition n'a lieu 
que dans les systèmes pour lesquels l'équation des forces 
vives subsiste. II consiste en ce que si, pour chaque point 
du système, on intègre entre deux époques arbitraires le 
produit de sa quantité de mouvement par l'élément de la 
courbe qu'il décrit, la somme de toutes ces intégrales est 
un minimum ; c'est-à-dire qu'elle est moindre que si, par 
de nouvelles liaisons, ou assujettissait ces points à suivre 
de nouvelles courbes, entre les deux mêmes positions 
extrêmes que l'on considère, et sous l'influence des mêmes 

Pour le démontrer, il faut faire voir que la variation de 
cette somme est nulle quand on fait varier infiniment peu 
les points de ces courbes en leur laissant les mêmes extré- 
mités; car il est évident, par la nature de cette somme, 
qu'en général elle ne peut avoir une valeur maximum, et 
que, par conséquent, en exceptant des cas irès-parlïculiers, 
elle aura une valeur minimum. 

Or on a 

Pour calculer la première partie, remplaçons ds par vtlt, 
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dt se rapportant au mouvement, qui a réellement lieu ; nous 
3B,ds = e3vdl = - rf/ô.f, 

Mais on a, en désignant par C une quantité constante, 

-t*.j, =. *V ■■)+<:, 

et la forme du second membre sera la même pour tous les 
mouvements que l'on considère, puisque les forces restent 
les mêmes. Si donc on prend la variation des deux membres, 
on anra 

et, d'après l'équation générale du mouvement, cette der- 
nière expression est égale à 

On aura donc 

Pour calculer la seconde partie, nous observerons que 
l'équation 

d? = tbé> + dy> + rft> 

donne 

dtîds = eLrSdi- -h dj-Sdy + diidt, 
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et, par suite, 

r 3di = ^dî le - i -&dî x +Û dît. 

Donc 

ci, en réunissant les deux parties de la variation de 
^mvds, il vient 

=2-(fi.+î«r + Sl.) + c., 

niais, au* deux limites de l'intégrale, les variations d;r, (J^, 
Sx sont nulles, puisque les extrémités des courbes décrite» 
restent les mêmes ; donc second- membre en nul, ei l'on a 

3 f '^mpdi — o, 

comme il fallait le démontre*. 
D'où l'on conclut que l'intégrale 

J^mvdi, on J^mfdt 

est un minimum dans le mouvement du système. 

292'. Si 1 Ici points ne sont' soumis à faction d'aucune 

k étant constant. 
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/*2'»^A = *' + C, = k[t — t.), 
t et t, étant les valeurs du temps aux deux limites; el- 

de mime de ( — el que , par conséquent, le système 
passe d'une position à une autre dans moins de temps que 
si l'on introduisait de nouvelles liaisons quelconques. 

Si l'on considère un point matériel assujetti à rester sur 
une surface fixe, sans &tre soumis à l'action d'aucune force, 
sa vitesse est constante; et le temps qu'il met à passer d'un 
point A un autre étant un minimum, il s'ensuit que la lon- 
gueur de la ligne parcourue est aussi minimum, comme 
nous l'avons déjà démontré d'une autre manière. 



CHAPITRE XXI. 



QUELQUES MOTS SUR DliUX IMPORTANTES QUESTIONS 
DE MOUVEMENT. 



293. L'objet que nous nous sommes proposé dans cet 
Ouvrage a élé de montrer comment la science des forces 
a pu devenir ce que nous avons nommé une science de 
raisonnement. Pour cela, nous avons d'abord établi, au 
moyen de l'expérience, les données fondamentales et les 
principes auxquels nous avons attribué un caractère de gé- 
néralité absolue. Nous n'avons pas dissimulé que cette 
généralité a quelque chose d'hypothétique, et n'ost qu'une 
grande probabilité, suffisante pour servir de point de dé- 
part, mais qu'il est bon de confirmer, quand cela se peut, 
par l'accord de ses conséquences avec les faits observés. 

En admettant ces données comme certaines, nous 
sommes parvenu par un enchaînement de propositions 
évidentes à ramener toutes les questions dépendant de 
l'action des forces, à de pures questions de géométrie et de 
calcul : en d'autres termes, la science des forces a été ra- 
des nombres et de l'étendue. Nous pouvions donc regarder 

cru utile de déduire, de la formule qui renfermaïtla science 
entière, certaines propositions générales, intéressantes par 
elles-mêmes et utiles dans la solution de beaucoup de ques- 
tions importantes. Toutefois nous n'avons pas jugé à propos 
d'entrer dans !e déiail de problèmes particuliers, si utiles 
cependant pour l'intelligence parfaite des théories géné- 
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raies, mais pour lesquels nous avons cru devoir renvoyer 
sux Traites spéciaux. 



Néanmoins 




s questions auxquelles la 


théorie génér 


aie pouvait être a 


ppliquée, il en est deux 




pouvons nous di 


spenser de dire au moins 


quelques mol 








rc se rapporte au 


mouvement d'un système 


rigide composé d'un nombre fi 


ni ou infini de points, et 


formant ce qt 


.'on appelle un co. 


■ V s solide. ■ 


La seconde 




:ontraire à un système de 


points libres, 


sans aucune liaisc 


n entre eux, mais exerçant 


les uns sur 1 


es autres des actti 


ins mutuelles égales et de 




; dirigées suivant 


la droite qui les joint. 








des planètes, 


considérées comi 


ne réduites â de simples 


points maléri 


els, ce qui est suffisamment approche. 




c se rapportera au 


mouvement réel de chaque 



planète, en ayant égard à sa forme et h ses dimensions. 

Nous ne nous proposons que d'indiquer très-succin clé- 
ment la marche suivie pour la solution de ces deux ques- 
tions générales, notre but n'étant toujours que de faire 
connaître l'enchaînement des principes et des propositions 
qui constituent les éléments de chaque science. Nous nous 
occuperons d'abord du mouvement d'un corps solide solli- 
cité par des forces quelconques, et nous le considérerons 
dans trois conditions dîffiîrerj les: nous supposerons en pre- 
mier lieu, que deux de ses points sont fixes, de sorte qu'il 
ne puisse que tourner autour de la droite qui les renferme; 
nous supposerons ensuite qu'un seul de ses points est fixe, 
et enfin qu'il est entièrement libre. 
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CHAPITRE XXH. 

MOUVEMENT D'DN CORPS SOLIDE ACTO0R D'UN POINT FIXE. 



294. Considérons un corps solide dont la forme et la 
densité en chacun de ses points sont données, et qui csl lié 
invariablement avec un axe fixe, autour duquel il peut 
tourner librement. Tous ses points, ou seulement un 
nombre fini d'entre eux, sont sollicités par des forces don- 
nées; et il s'agit de délerinïner le mouvement de tous les 
poinis de ce corps, en supposant que l'on donne les vitesse» 
initiales de ses points, ou que l'on connaisse seulement les 
forces instantanées qui les ont produites. 

Pour cela, on concevra un plan passant par l'axe et lié 
au corps; la position de ce plan déterminera celle de tous 
les points; et, par conséquent, le problème se ramène à la 
détermination de ce plan. Si les forces données ne sont pas 
comprises dans de* plans perpendiculaires à l'axe de rota- 
tion, on peut toujours les décomposer en deux, dont l'une 
soit parallèle à cet axe, et l'autre dans un plan perpendi- 
culaire; la première sera détruite par la résistance de l'axe, 
et l'on peut en faire abstraction dans la recherche du mou- 
vement. Nous supposerons donc que toutes les forces don- 
nées agissent dans des plans perpendiculaires à l'axe fixe. 

D'après la méthode générale, on doit exprimer qu'il y a 
équilibre entre les forces données et les forces d'inertie de 
tous les points du système. Ces dernières sont, pour l'élé- 
ment de masse dm situé au point dont les coordonnées 
sont x, y, z, 




mais il vaudra mieux, dans le cas actuel, considérer les 
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deux composantes, tangente et normale : la première cal 
«elle qui donne l'accroissement île vitesse, la seconde est 
la force centripète, et se trouve détruite la résistance 
de l'axe, puisque chaque point décrit un arc de cercle dont 
le centre est sur cet axe. On peut donc se borner à consi- 
dérer la première de ces forces, qui est tangente à l'arc 
décrit, et représentée par ^rlm, en désignant par v la 
vitesse et par dm la masse de ce point. Si l'on désigne par r 
la distance de ce point à l'axe, et par S l'angle formé par 
le plan lié au corps, avec un plan fixe passant aussi par 

— — et a s 'te — — — 
Les points situés à l'unité de distance de l'axe auront pour 
ïitesse c'est ce qu'on nomme la vitesse angulaire du 
système. 

Pour la généralité de ces formules, la vitesse devra elie 
considérée comme positive lorsque l'angle 6 croîtra, et la 
force sera positive quand elle tendra à faire croître cet 
angle. Or la condition d'équilibre d'un corps solide autour 
d'un axe fixe consiste en ce que la somme algébrique des 
moments des forces par rapport à cet axe soit nulle, en 
considérant comme positifs les moments des couples qui 
tendraient, par exemple, à augmenter l'angle 0, et comme 
négatifs ceux qui tendraient à le diminuer. Si donc on 
désigne par P l'une quelconque de forces données, et par p 
sa distance à l'axe, l'équilibre entre les forces P et les 
forces — r~ conduira à l'équation suivante : 

les sommes se rapportant it tous les points du corps. 

a6. 
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Dans le dernier lerme de celle équation, le fadeur ^ 
peut sortir en dehors du signe \j , et ce terme de v i en t 

L'équation précédente deviendra donc 



En général, les moments des forces données varieront 
avec 1s position du corps ; si ces forcés ne dépendent que 
de la position des points, leurs moments seront des fonc- 
tions connues de 9, et il en sera de même par suite 
de yP/>- Quant à la somme ^r'âm qu'on appelle le 
moment d'inertie du corps par rapport à l We, elle ne 
dépend que des distances invariables des différents points 
du corps à cet axe. Nous représenterons cette constante 
par MA', M désignant la masse totale du corps; k' sera 
la moyenne arithmétique de* valeurs de r', eu prenant 
les dm égaux. L'équation différentielle du mouvement sera 
alors 

Si ces forces étaient nulles, ~£Pp serait nul et l'on aurait 



Pour effectuer l'intégration de l'équation ([) représen- 
tons son second membre par v(Q), elle devient 
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multipliant les deux membres par arf.9, et intégrant À partir 
de la valeur iui liste 9 t de 0, on aura 

(ï)'= i X. , * (,), " + "' 

u> étant la valeur initiale du la vitesse angulaire; on tirera 
delà 



Si l'on peut effectuer «eue quadrature, on aura ( en 
fonction de 6; et la constante qui s'introduira sera déter- 
minée en exprimant qu'on a à la fois 

I — o, 8 = 8,. 

293. Si les fortes données sont telles, que l'équation des 
forces vives ail lieu, elle conduira immédiatement à l'équa- 
tion (a), parce que la vitesse d'un point situé à la dis- 
lance r de l'axe étant r ^> la somme ^"if* aura pouf 

Exprimant ensuite le second membre de l'équation des 
forces vives en fonction de la seule variable 9, ce qui sera 

toujours possible, on counailra \ en fonction de Û, et 
l'on trouvera ainsi l'équation (a). 

296. Considérons eu particulier le cas d'un corps pesant 
qui peul se mouvoir autour d'un axe honwiilal, et con- 
stitue ce que l'on appelle un pendule composé. JNou* pren- 
drons l'axe fi*e pour axe desj-, cl l'aie de» * en shbs çéib.- 
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traire de la pesanteur. Nous considérerons l'angle 6 comme- 
formé par le plan qui passe par l'axe fixe et le centre de 
gravité du corps, avec le plan vertical YZ: et nous suppo- 
serons que cet angle croisse en allant de l'axe des z positif» 
vers l'axe des x positifs, c'est-à-dire dans le sens que nous 
sommes convenus de choisir pour celui du mouvement 
direct. Le moment relatif h l'élément dm sera g-.rt/m, car 
il tend à augmenter l'angle S quand x est positif, et à le 
diminuer quand x est négatif; l'équation (i) deviendra 

d'i g2,xdm 

~d7 ~~ M*' ' 

ou, en désignant par x t l'abscisse du centre de gravité du 
corps, et par l la distance de ce point à l'axe, 




et, par suite, 

> ' de k' 

Celle équation est de même forme que celle qui détermi- 
nerait le mouvement d'un point matériel autour de l'ori- 
gine dans le plan XZ. Si l'on désigne par R la distance de 
ce point mobile à l'origine, ou la longueur de ce pendule 
simple, on obtient pour l'équation de son mouvement, 

Celle équation se déduirait de la précédente, en supposant 
tonte la masse réunie en un même point situé à une dis- 
lance R de l'axe. Elle coïncidera avec la précédente si l'on 
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pose 




Si donc on suppose que pour 1 = 0 les valeurs de 6 el de 
''J soient les mêmes de pari el d'autre, c'est-à-dire si le 
plau qui passe par le centre de gravité du corps et l'axe 
fixe, fait d'abord le même angle avec la verticale, et a la 
mime vitesse initiale que ce pendule simple, leur mouve- 
ment sera constamment le même. La longueur de ce der- 
nier est ce que l'on appelle la longueur du pendule com- 
posé. Le mouvement d'un corps solide pesant autour d'un 
axe fixe étant ainsi ramené à celui du pendule, nous nous 
bornerons à renvoyer à la discussion qui se rapporte à ce 
dernier. 

397. Faisons à ce cas particulier l'application que nous 
venons d'indiquer généralement du principe des forces 
vives. On a alors 

X = o, T = o, Z = -«rfm, 

pour les composantes de la force appliquée a un élément 
quelconque dm de la masse; l'équation des forces vives 
devient donc 

C désignant une constante arbitraire. Mais, en représen- 
tant par z, le x du centre de gravité du corps, on a 

2"/™^Mi,^M/ios6. 
Si l'on détermine la constante par la condition que les va- 
leurs initiales de 8 et de ^ soient 9, el u, l'équation précé- 
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dente deviendra 



ce qui n'est autre chose que l'intégrale première de l'équa- 
tion (3). Le calcul s'achèverait comme dan» la théorie du 

Si l'axe fixe cuit incliné à l'horizon, une simple décom- 
position de la pesanteur ramènerait au cas que nous venons 
de considérer, où l'axe est perpendiculaire à la direction 
des forces. 

298. Cas où lavhesse angulaire initiale est produite ■par 
une force instantanée. — Nous avons détermine le mou- 
vement du corps en supposant que sa position initiale soit 
connue, ainsi que sa vitesse angulaire initiale. Mais si, au 
lieu de celte vitesse, on donne seulement la force instan- 
tanée qui l'a produite, il faudra commencer par déterminer 
quelle vitesse doit prendre le corps, soumis pendant un 
temps extrêmement petit à l'action d'une force qui aurait 
produit sur un point matériel libre une quantité de mou- 
vement connue. La question rentrera alors dans la précé- 

Si l'on décompose celte force on deux autres, dont l'une 
soit parallèle à l'axe, et l'autre dans un plan perpendicu- 
laire, cette dernière produira seule le mouvement. Repré- 
sentons sa valeur par P, et par p sa distance à l'axe; le 
principe de d'AIcmbert conduira à l'équation 





angulaire cherchée 



Oigitized by Google 



ciuwm.,x*ii. 409 
299. Supposons maintenant que le mouvement ail été 
produit par le choc d'un poinl ayant une masse p., animée 
d'une vitesse v dirigée dan» un plan perpendiculaire à l'aie, 
suivant une droite distante de l'axe d'une quantité /j.flt 
admettons que cette masse reste unie au corps au point où 
clic le rencontre, et dont nous désignerons par h la dis- 
tance à l'aie. 

Si l'on décompose la vitesse v suivant la normale et la 
tangente au cercle que décrira autour de l'axe le point où 
a lieu le choc, la première sera détruite, et l'autre aura 
pour valeur ~ Représentons par w la vitesse angulaire du 
système après le choc. la masse y. aura perdu la vitesse 
~ — hm, et la quantité de mouvement que la réaction du 
corps loi aura fait perdre sera — 7ju^ : telle sera 

donc la mesure de la force instantanée produire sur la 
masse ft; et, comme l'action et la réaction sont égales, ce 
sera aussi la mesure de la force instantanée qui a agi sur 
le corps donné. On rentre donc dans le cas précédent el 
l'on aura de même 

■*(*-*-)=-2"*". « -pr&E- 

Le dénominateur est le moment d'inertie du système com- 
posé du corps donné et de la masse qui s'est unie à lui. Si 
donc on entend que la somme V s'étend à leur ensemble, 
on écrira simplement 

Zr'dm 

Si, au lieu d'un seul corps, on en supposait un nombre 
quelconque dont les masses fussent fi, p', fi",. . - , les vi- 
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tesses v, v , ,v 1 ',..., et les distances des directions de ces 
vitesses à l'aie f,f',f", ■ ■ -, el que tons ces corps vinssent 
choquer le premier au même instant, en se réunissant à 
lui, on aurait 

la somme ^ r'dm se rapportant à tous ces corps réunis. 
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CHAPITRE XXIII. 

DES MOMENTS D'INERTIE. 



300, Le mouvement d'un corps autour d'un axe exige, 
comme noua l'avons vu, le calcul d'une somme prise dans 
toute retendue de ce corps, et que l'on peut considérer 
comme une intégrale, en admettant la continuité dans la 
matière, comme nous l'avons déjà fait dans la théorie des 
centres de gravité. 

Ces intégrales, que nous avons nommées moments d'iner- 
tie, offrent quelques propriétés importantes qu'il est néces- 
saire de faire connaître avant d'aller plus loin dans l'étude 
du mouvement d'un corps solide. Comme elles ne présentent 
aucune difficulté, et ne donnent lieu a aucune considéra- 
tion un peu délicate, nous noua contenteront d'énoncer 
les résultats intéressants, sans en rapporter les démonstra- 
tions, qui se trouvent dans tous les Traités spéciaux. 

301. Les moments d'inertie d'un corps par rapport à 
différents axes parallèles ont entre eux une relation simple 
qui permet de les déterminer les uns par les autres. Si l'on 
considère une droite passant par le centre de gravite du 
corps, et qu'on cherche le moment d'inertie par rapport à 
cet axe, celui qui se rapporterait a tout autre axe parallèle, 
surpasse le premier d'une quantité qui ne dépend que de sa 
distance au premier, c'est-à-dire au centre de gravité. 
Cette quantité est le produit de la masse par le carré de 
celte distance. D'où il résulte que : 

La différence des moments d'inertie, par rapport à 
-deux axes parallèles, est égale à la différence des carrés 
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de leurs distances au centra de gravité, multipliée par la 

On peui Jonc hien facileraimt passer d'un axe à lout 
autre axe parallèle. 

On voit encore que las moments J' inertie sont les mêmes 
pour toutes les généraltkes d'un cylindre 11 base circulaire 
dont l'axe passe par la centre de gravité; et (jue, Je routes 
les droites parallèles i une même direction, celle qui 
donne le moment minimum est celte qui passe par le 
centre de gravité. 

302. Considérons maintenant la loi qui lie lus moments 
d'inertie d'un corps par rapport à tous les axea qui passent 
par un même point. 

Si l'on suppose trois axes rectangulaires ayant ce point 
pour origine, et une droite nichée par cette origine ut fai- 
sant avec les a-xes les angles quelconques a, S, on trouve, 
par un calcul très-simple, que le moment fi par rapport à 
«M droite a une expression do la forme suivante : 

I fi = Acos'a -I- Bcos'S + Ccos'y 

\ — iD cosScoS7 — îEcosacoî7 — iF cosacosS, 

A, B, C, D, E, F étant des constantes déterminées par la 
nature du sjslème donné, et sa position par rapport iw 
axes de coordonnées. 

II est mÉtrte facile du reconnaître ce que représente ni le» 
trois coefficients A, B, G. 

En effet, si l'on suppose cosS = o, cosy=j o, on trouve 
fi = A ; la constante A n'est donc autre cliose que lo mo- 
ntent d'iucrlio du système par rapport à l'axe des x; et de 
même B et C sont les moments par rapport aux oses res- 
pectifs des y et des z. 

Quant aux trois autres coefficients, ils représentent les 
intégrales suivantes, étendues à la masse cuti ère du sys- 



DigilizM b/ Google 



CHAPITRE 2XI1I. jl3 

lème 

D ~X r,rf '*' F=2*r«**- 

303. La loi exprimée parla formule (i) peut être repré- 
sentée d'une manière remarquable par une figure géomé- 
trique. 

Si, en effet, on porte lur chaque axe, à partir de l'ori- 
gine, une longueur égale à l'uni lé divisée par la racine 
carrée du moment d'inertie qui lui correspond, l'extrémité 
de ce rayon, nécessairement fini, puisque ft ne peut être 
nul, appartiendra à une surface fermée, dont on aura 
l'équation eu remplaçant dans l'équation (i) les quantités 
cosa, cosÊ, cos-/ par xfayi/jx, r yfc, et l'on trouvera pour 
l'équation du lieu des extrémités des rayons 
(a) A** + Bj- 4- C«'- aDj«- 2E« - 5 F*j- - ! . 

point à l'infini est nécessairement un ellipsoïde, qui a son 
centre à l'origine des coordonnées. On lui donne le nom 
d'ellipsoïde central. 

Celte représentation géométrique est très-commode, 
parce que l'ellipsoïde étant étudié avec beaucoup de soin 
dans les éléments, ses propriétés peuvent en faire connaître 
immédiatement pour les moments d'inertie, cl nous allons 
en indiquer quelques-unes qui ont une grande importance. 

30t. Axes principaux iV inertie, — La forme et la posi- 
tion de l'ellipsoïde central ne dépendent en rien delà direc- 
tion des axes, mais seulement du point choisi et du système 
donné. Or, si l'on choisit précisément le système des axes 
principaux de l'ellipsoïde, les coefficients de l'équation ( a) 
prendront des valeurs dépendantes de ces axes particuliers, 
et telles que les rectangles des variables ne s'y trouveront 
plus ; et par conséquent on aura 

D = o, E = o, F = o, 
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jgrfm — o, ^jadm = o, ^xytlm = 0; 



il cxiaie donc toujours un système d'axes de coordonnées 
tel, que les trois, intégrales ^ yi dm, "^xsdni, Jrydm, 



calculées par rapport à lui, si 






Réciproquement, si elles i 


.ont nulles toutes le 




l'ellipsoïde sera rapporté à se: 


' axes principaux, 




Si l'ellipsoïde central a se: 


t trois axes inégaux, 




qu'un seul système d'axes pri 


ncipaux. Si deux de : 




sont égaux, il y aura une infii 


ùté de syMèiucs d'ax< 




cipau*,dom l'axe de révolulic 


n fera toujours partie 


. Enfin, 


si ses trois axes sont égaux. 


l'ellipsoïde se rédui 


; à une 



splière; et tout système d'axes rectangulaire» passant par 
le point donné sera un système d'axes principaux de l'el- 
lipsoïde. 

Remarque. — Si deux des trois sommes seulement 
étaient nulles, par exemple ^yzdni et ^xtdni, l'êqua- 
lion (a) deviendrait 

A*' -H B_r' + Ci 1 — aFi/ = i , 
et l'axe des z serait seul un des axes principaux de l'ellip- 
soïde. 

305. Les axes principaux de cet ellipsoïde sont appelés 
axes principaux d'inertie, du système de points matériels. 
Ils sont définis par la propriété d'annuler les trois inté- 

gr.l" 2«''». »»' "' i"""™"' 

de propriétés mécaniques importantes que nous ferons con- 
naître, et auxquelles l'esprit s'attache avec plus d'intérêt 
qu'à celles qui ne sont qu'un simple résultat (le calcul. 
En rapportant les points à un système d'axes principaux 
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d'inertie, les formules (i) el (a) deviennent 

(3) fi = Acos'a 4- Btos'S + Ccos' T , 

(4) A^ + B/'-t-Cx' — i, 

L't A, B, C sont les moments d'iiu-rlie du système par rap- 
port aux axes principaux. On les nomme moments d'inertie 
principaux. 

Si deux d'entre eux sont égaux, l'ellipsoïde central est de 
révolution; si les trois sont égaux, il se réduit à une sphère. 

On remarquera que si A est le plus grand des trois mo- 
ments d'inertie principaux et C le plus petit, pour tous les 
autres axes, on aura fi plus petit que A et plus grand que C. 



CHAPITRE XXIV. 

DIVERSES PROPRIÉTÉS DU MOUVEMENT D'UN CORPS 
AUTOUR D'UN AXE FIXE. 



306. Centre d'oscillation. — Od nomme centre d'oscil- 
lation d'un pendule composé, tout point faisant partie de 
ce corps, ou lié invariablement à ce corps, dont le mouve- 
ment est le même ijuc s'il était isolé et obligé de se mouvoir 
autour du même axe sous l'action seule de la pesanteur. 
D'après ci-la, tous les points de la droite menée parallèle- 
ment à l'axe, à une distance égale à la longueur du pen- 
dule, c'est-à-dire à ~ M/ ■ et située dans le plan qui passe 
par l'axe et le centre de gravité du corps, seront des centres 
d'oscillation. Quelques auteurs appellent plus particu- 
lièrement centre d'oscillation celui de ces points qui, dans 
l'état d'équilibre, est situé sur la verticale qui passe par le 
centre de gravité. 

- Si nous désignons par MA* le moment d'inertie du corps 
par rapport à une parallèle à l'axe, menée par le centre de 

gravité, le moment ^ r ' d" 1 P ar rapport à l'axe de suspen- 
sion sera égal au moment par rapport à cette parallèle, aug- 
menté du produit de la masse M du corps par le carré de 
la dislance /.Si nous désignons le dernier moment par MA*, 
la longueur du pendule sera / + et les centres d'os- 
cillation seront plus éloignés de l'axe de suspension que le 
centre de gravite, d'une quantité égale à y 
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Les distances du centre de gravité à l'axe et à la ligne 
des centres d'oscillation, donnant pour produit A*, il s'en- 
suit nue si l'on prenait celte dernière pour axe fixe. In 
première deviendrai! lu ligne df. enilii:' il' oscillation. La 
longueur du pendule serait donc lu même qu'auparavant, 
el son mouvement serait identique. 

Il en serait encore du même si l'on prenait pour îxe de 
suspension toute autre droite parallèle située à la même 
distance du centre de gravité, puisque / et k* ne change- 
En général, le mouvement sera le même autuurde tous 
les axes (| ui donneront la même longueur au pendule. Si 
Ton désigne par / la distance d'un axe quelconque au centre 
de gravité, par a. 6, y les angles que sa direction Tait avec 
les axes principaux relatifs 11 ce point, et par A, B, C les 
moments d'inertie par rapport à ces axes, un aura 
Mt* = Acos'a -t- B cos'S -f- Ccos'7, 

et la longueur 1+ — du pendule sera 

A cOi'a -h B rns'S + C cos'v 

'+ m 

Or, cette longueur peut rester- la même pour une infinité 
de droites dilféienies, puisque a, f. y, l sont indéterminés. 

307. Si l'on cherche les valeurs que doivent avoir ces 
indéterminées, pour que l'txpi c*:-i<jn ju i i édenlc soit mini- 
mum, on saura autour de quel ave il faut que le mouve- 
ment ait lieu pour que I uscilimiuii st C.isse dans le moindre 
ti'mps possible. 

Or, parmi tous les axes pour lesquels !.' serait constant, 
celui qui donne le maximum pour la longueur l -f- — 1 cor- 
respond à / = A \ et la longueur du pendule est alors égale 
37 



à ah. F.lle sera donc la pins petite possible lorsque h aura 
sa plus petite valeur. Ainsi. l'oscillation sera In plus courte 
lorsque l'axe de suspension sera parallèle à l'axe du plus 
petit moment d'inertie, relatif au centre de irravilé, el ^„ B 
sa distance a ee dernier sera égale à la racine carrée du 
rapport de ce moment ;> la masse du corps. 

308. Cent rate percussion. — Lorsque nous nom sommes 
occupé de l'effet produit par une force instantanée sur un 
corps solide lié à un axe fixe, nous n'avions pour ohjel que 
de délermincr la vitesse angulaire qu'elle communiquerait 
immédiatement nu système. Nous allons maintenant envi- 
sager son effet soin un autre point de vue: nom .liions i lu r- 
clier quels font Ici chocs produits par l'axe fixe, el pa.ti- 
culièieincnt quelles «ml les < otiili i irms pool qu'il n'en 

Pour cela, il faut i onvidérer tfiilrs lis forces qui dn'ncnt 
(lie en équilibre, d'après le principe de d'Alemberl, el les 
dïiifer en dcu\ çrnuprsi le premier, composé de forces 
appliquées immé.liali'meot â l'a«<-; le «eroml, de foiees 
détruites par la liaison même des points du corps entre 



A cet effet, on prendra l'axe fixe pour axe des z, cl, pour 
plan des x elj; celui qui serait mené par le point d'appli- 
cation du la force, perpendiculairement à cet axe. 

. L'équilibre devra avoir lieu entre la force instantanée, 
dont nous désignerons les composantes par x, y, t, et des 
forces égales et opposées aux quantités de mouvement com- 
muniquées instantanément n chaque particule ilni, dont les 
composantes sont —dm, ^ dru, ~ dm; mais la dernière 

est nulle, puisque le z de chaque point est invariable. 
Eu décomposant, suivant l'ordinaire, tontes les forces 
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eu trois forces agissant suivait! lus axes, el trois couples 
situés dans les plans coordonnés, on trouvera pour expres- 
sions (le ces fui tes 

X + c-M/„ Y-uM*„ Z, 
X„ Yi étant I'j: el l'r du centre iler gravité, el w la vitesse 
angulaire produite: les moments des trois couples ayant 
leurs axes suivant les axes des x, desy el des s, auront 
respectivement les valeurs suivantes : 

| r,z- — "Z-+-«2 J ' lrf "'' 

a el /' désignant les coordonnées du point d'application de 
la force. 

Les trois forces et les deux premiers couples sont évi- 
demment déiruils par l'axe, et font connaître les efforts qui 
tendent a l'entraîner. Quant au troisième couple, il est nul 
de lui-même, sans quoi l'équilibre n'aurait pas lieu ; el c'est 
cette condition qui détermine la valeur de la vitesse angu- 
laire, comme nous l'avons vu précédemment. Ce couple 
ne produit donc aucun cllbrt sur t'axe. 

mouvement initial du corps se produira, sans qu'aucun 
effort soit exercé sur l'axe, il faut exprimer que l'équilibre 
a lieu sans que l'axe produire .nicune l'on t', et, par consé- 
quent, par la liaison seule des points du corps; c'est-à-dire 
qu'on peut supprimer l'axe et considérer le corps comme 
entièrement libre. Or on sait que dans ce cas il faut que la 
force résultante soit nulle, ainsi que le couple résultant. 
Il faut donc que les trois composantes de la force soient 
séparément nulles, ainsi que les moments des trois couples 
composants. 

37. 



4aO DIT MOUVEMENT PRODUIT PAR LES FORCES. 

On aura ainsi les six équations suivantes : 

X + uM/, = o, Y — »M*, = o, Z = o, 
*Z-»2j!«/,h = o, 
+ w^fziim — o, 

Elles sont suffisantes; car, si elles ont lieu et qu'un donne 
l'impulsion en Bien a lit l'axe, ia vitesse initiale sera w, 

tile ne le tenir. 1 

Si l'on en élimine u, on aura entre les données les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que l'axe ne reçoive 
aucun choc pour acquérir instantanément sa vitesse angu- 
laire. Mais il est bon de simplifier ces calculs, en faisant 
passer le plan des x et z par le centre de gravi lé du corps, 
parce qu'on a alors = o, et les équations deviennent 
X — o, Z — u, Y — u Ux„ 
2«rf» = <., %7*Jm = o, aY = ^dm. 

Les deux premières expriment que la force est perpendi- 
culaire an plan 7.X ; la quatrième et la cinquième ex- 
priment que l'axi! lise est un axe principal d'inertie rela- 
tivement à l'origine. 

Les Jeux autres donnent une nouvelle condition, par 
l'élimination de ». et. de plus, la valeur même de u, Cette 

oMr,— ^r'ito, d'où a = — g — ■ 

On voit par là que la distance a de la force à l'a se est 
précisément la longueur (lu pendule composé que forme- 
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CHAPITBE XXIV. 4^1 

raît le corps, si on le soumellait à l'action seule de la pc- 
santeur, après avoir donné à l'axe auquel il est lié une 
position horizontale. 

Quant à la vitesc angulaire (u, elle aura pour valeur 



comme lions l'avions trouvée précédemment, Y et n étant 
ici cl' qui était désigné par P et p. 

310. En résumant ce que nous venons de démontrer, 
on aura les conditions suivantes, nécessaire et suivantes 
pour que l'axe ne reçoive aucun eboo : 

i° Que la force instantanée soit perpendiculaire au plan 
passant par l'axe et le centre de gravité du corps; 

a 0 Que i ci axe soil un des ânes principaux du corps par 
rapport an point où il est rencontré par le plan qui lui 
est perpendiculaire et qui contient 1» force; 

3° Que la distance de la force a l'axe soit la même ijue 
cclledu centre d'oscillation du corps autourdece même axe. 

Celte dernière condition montre que la queslion pro- 
posée est impossible quand le rentre de gravité est sur 
l'axe ; car, alors, la distance de la force à l'axe aurait une 
expression infinie. 

Le point où la force doit être appliquée dans le plan 
passant par l'axe et le centre de gravité se nomme centre 
de percussion, il est situé sur la ligne qui contient les 
centres d'oscillation, et par conséquent est l'un de ces 
centres; eu ne réservant pas cette dénomination, exclusi- 
vement n celui qui est sur la perpendiculaire abaissée du 
centre de gravité sur l'axe. 

RèciptvqueinenL— 5i le corps était en mouvement 

moyen d'une force appliquée au centre de percussion, sans 



qu'il en résultât aucun effet sur l'axe, en supposant <jue 
les circonstances que nous avons indiquée aient lieu. 
31 1 . Cas oh l'axe n un point fixe. — Nous venons de 

produise une rolalion autour d'un axe purement idéal, 
incapable de résistance. Nous allons maintenant examiner 
le cas où il existerait un point fixe dans le corps. La force 
instantanée produira un mouvement initial qui ne peut 
être qu'une rotation autour d'un axe passant par le point 
fixe, et que nous ne nous proposons pas ici de déterminer 
généralement; nous voulons seulement chercher les condi- 
tions pour que cet axe soit, comme dans le ras précédent, 
perpendiculaire au plan contenant la force et le point fixe. 
La question ainsi posée se résout immédiatement au moyen 
des calculs qui précèdent. 

En effet, prenons ce plan pour celui des x. j ", le point 
fixe pour origine, la perpendiculaire à ce plan pont- axe 
des z, et l'axe des x perpendiculaire à la force, qui se 
réduira à Y. On aura alors 

Z = o, X = o. 
Les expressions (i) deviendront 

Mb/,, Y-M<...r„ 
et les expressions (a) 

— u^xziim, u^^ii/m, «Y — u^''ita, 

et, comme les forces appliquées à l'origine fixe sont dé- 
truites par sa résistance, il est nécessaire ci suffisant que 
les moments des trois couples soient nuls, ce qui donne 

2*.t-=o, 2>*"=°. "=î3s- 

Les deux premières équations expriment que l'axe des z 
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est un axe principal d'inertie relativement au point fixe; 
la dernière donne la vitesse angulaire que prend instanta- 
nément le corps ; son expression est toujours la mùme que 
dans les cas précédents. On a ainsi celte importante pro- 
position : 

Une force instantanée appliquée à un corps qui a un 
point fixe, le fera tourner autour de la perpendiculaire 
au plan mené par lu point fixe rt I" force, lorsque cette 
perpendiculaire sera un axe principal, relativement au 
point fixe ; ou, en d'autres termes, lorsque le plan mené 
par le point fixe et la force sera un plan principal. 

Il est inutile de faire remarquer que, si dans un même 
plan passant par le point fixe on avait un nombre quel- 
conque de forces, elles seraient réductibles d'abord à une 
seule appliquée au point, et à un couple qui se réduirait 
lui-même à une seule force en le transportant, de manière 
qu'une de ses forces passe au point fixe; il ne reste plus 
alors qu'une force, dont le moment par rapport au point 
fixe est égal à celui du couple, on rentre donc dans le cas 
delà proposition précédente, et la conclusion sera la même. 

312. Axes permanents de rotation. — Pendant le mou- 
vement continu qui a lieu amour d'un axe fixe, il s'exerce 
des efforts contre cet axe, qui se calculeront de la même 
manière que nous l'avons fait pour les forces instantanées. 

Nous considérons le cas où aucune force n'est appliquée 
au corps, après que l'état initial a clé produit. Les forces 
qui doivent être en équilibre, d'après le principe de d'A- 
lembert, se ramènent à trois forces appliquées à l'origine, 
et trois couples dans les plans coordonnés. Or, si l'origine 
seule est fixée et que les moments des trois couples soient 
nuls, l'équilibre aura lieu sans qu'il y ait aucun elTbri 

effort à faire pour le retenir pendant que le mouvement 



continuera autour de lui. Or les moments de ces couples 
sont respectivement 

Il faudra pour qu'ils soient nuls 

dv _ 
~dt ~ ° T 

et, par suite, 

^«rfm = o, ^yidm = o, 

l'origine, el la vitesse angulaire sera constante. De là ré- 
sulte la proposition suivante : 

Lorsqu'un corps a l'un de sus points fixe, et commence 
par tourner autour d'un de ses axes principaux d'inertie 
relatifs à ce point, il continuera indéfiniment à tourner 
autour de cet axe, avec une vitesse angulaire constante, 
si aucune force ne lui est appliquée. 

C'est pour cela que les trois axes principaux du corps, 
relativement au point fi\c, se nomment des axes perma- 
nents de rotation relativement à ce point. 

313. Si îe point fisc était le centre de gravité du corps, 

*, = o, r. = °; 

les forces appliquées n ce point sont, dans le cas actuel, 
yMx. + Hj-, ~, «•Mj-.-H*-, ~, o; 
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chapitre iiiv. ^aâ 
elles sont donc nulles et l'origine n'éprouve aucune pres- 
sion; de sorte que le mouvement autour de l'a se n'exige 
pas qu'on retienne l'axe, qui, par conséquent, peut être 
laissé entièrement libre. D'où se déduit celte importante 
proposition : 

Si un corps entièrement libre commence à tourner au- 
tour d'un de ses axes principaux, relatifs à son centre do 
gravité, et qu'aucune force étrangère ne lui soit appli- 

de cet axe. 

Ces trois axes particuliers, qui sont les seuls qui jouissent 
de celte propriété remarquable, indépendante de toute 
forme du corps, se désignent sous le nom d'are* naturels 
de rotation. 

Si le corps était soumis à l'action de forces réductibles à 
un couple situé dans un plan perpendiculaire à l'axe, le 

avec une vitesse angulaire variable. Cela résulte de ce qui 
précède, puisque les deux forets du couple, transportées à 
l'origine, s'y détruisent, cl qu'il n'y a pas de couples com- 
posants dans les plans XZ, YZ. 

Obscri'ation. — Nous nous sommes un peu étendu sur 
le mouvement d'un corps solide autour d'un axe; mais 
l'importance de la question nous a paru exiger ces déve- 
loppements. Non- seulement les propositions que noirs 
avons démontrées sont utiles par elles-mêmes, niais elles 
le sont encore par l'usage que l'on en fait dans l'élude de 
questions plus complexes. Le mouvement autour d'un axe 

principaux d'inertie d'un corps permet, comme nous allons 
le démontrer lout à l'heure, de ramener l'effet immédiat 
de forces appliquées à nu corps, à celui qui serait produit 
autour d'axes déterminés. 



4^6 DU HOUVEHEBT PRODUIT PiR LES FORCES. 

De plus, nous avous trouvé là l'occasion d'appliquer, à 
des questions de grande importance, la méthode par la- 
quelle les questions de mouvement sont ramenées à des 
questions d'équilibre. 

Nous donnerons moins de développement aux théories 
qui suivent; nous nous contenterons d'indiquer la marche 
générale, et nous renverrons, pour les détails, aux Traités 
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DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE DONT US POINT 
EST FIXE. 



Si l'eut initial du corps est donne, il n'y a plus à s'oc- 
cuper que du mouvement xmlinu qui suivra. 

Si l'on donne seulement les fortes instantanées qui, ap- 
pliquées au corps en repos cl dans une position connue, 
produisent cet état initial, la première question à résoudre 
est la détermination du cet état, et c'est clic qui va nous 

31 i. Mouvement initial produit parties forées instan- 
tanées. — Quel que soit le nombre de ces forces, elles 
«oui lutijouis réductibles à une seule force appliquée au 
point line et un couple unique. La force est détruite par 
la résislancc du poinl; la qurslio.ii si: réduit donc toujours 
à trouver l'effet d'un couple instantané. 

Pour cela, nous supposerons qu'on ait pris pour axes de 
coordonnées les trois axes principaux d'inertie du corps, 
relatifs au point Gxe, et nous désignerons comme précé- 
demment par A, B, C les moments d'inertie par rapport 

Aa' + Bj'H- Ci' — I. 

Si maintenant on décompn-e le couple donné en trois 
autres ayant pour ânes ceux des x,yelz, et, pour moments 
respectifs, L, M, K, on sait, par un théorème général dé- 
montré précédemment, que les vitesses que prendront tous 



4^8 ne mouvement produit pau les forces. 
les points du corps par l'effet du roupie donné, peuvent être 
(iIhi'Imk's lin finiipnsmit cclli'i qu'ils olilii'inliMÎriil piiv l'.ir- 
lion séparée des trois couples composants, agissant cli.ncnn 
sur le corps en repos dans >n position donnée. Or le roupie 
de moment L étant situé dans le plan perpendiculaire n 
l'aie principal des x produira un mouvement autour de 
cet axe même, avec une vitesse angulaire m, égale n -« 

Le couple dont l'axe est dirigé dans le sens des y pro- 
duira un mouvement autour du cet axe avec la vilesse an- 




EnCn le couple dont l'axe est dirigé dans le sens de» * 
produira un mouvement autour de cet axe avec la vitesse 
angulaire 

Pour avoir la vitesse résultante en chaque pnint, il fau- 
dra composer ces trois rotations, ce qui se fera par les règles 
connues de la Géométrie. L'axe de la rotation résultante 
fera, avec les axes, des angles a, 6, 7, dont les cosinus 
seront proportionnels à u, m", et la valeur de cette ré- 
sultante sera 

I.a question est donc résolue-, mais la direction île cet 
ave a, relativement à l'ellipsoïde central, une position re- 
marquable, cpie nous ne pouvons nous dispenser de faire 
connaître. 

Le rayon de l'ellipsoïde qui fait avec, les axes des angles 
dont les cosinus sont proportionnels fl ^' ^' ^ ' rencontre 
sa surfarc en un point dont les coordonnées sont propor- 
tionnelles à ces mêmes valeurs, et, par conséquent, ' l'équa- 
tion du plan mené par l'origine, parallèlement au plan tan- 
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gent n l'ellipsoïde en ce point, aura pour équation 

L.r + Mr-1-Ki — o, 

ce qui est précisément l'équation (lu plan du couple donné, 
dont l'aie fait avec les aies de coordonnées, des angles dont 
les cosinus sont proportionnels à L, M, K. De là résulte 
celle remarquable proposition duc n Poinsot ; 

L'axe de la rotation produite par un couple sur un 
corps solide qui a un point jixe est le diamètre conjugué 
du plan du couple, diins V ellipsoïde central relatif au 
point fixe. 

On voit comment la considération des axes principaux 
d'inertie a ramené immédiatement à des mouvements au- 
tour d'axes fixes, le mouvemcul beaucoup moins simple 
autour d'un point fixe. 

DTI MO ttV EMEUT CDSTINU AUTOUR u'uN FOIHT FIXE. 

315. L'état initia] étant connu, il s'agit de déterminer 
je mouvement que prendront tous les points du corps, par 
l'action des forces continues qui y sont appliquées. Mais il 
ne sera pas nécessaire de calculer en fonction du temps 
les coordonnées de chacun de ces points; il suffirait, par 
exemple, d'en choisir particulièrement trois non en ligne 
droite, et de prendre leurs coordonnées pour inconnues, 
celles de lous les autres points s'ensuivraient nécessaire- 
ment. On pourrait de bien d'autres manières réduire la 
recherche à un nombre Gui d'inconnues : parmi tous les 
systèmes que l'on peut choisir, le plus commode est celui 
qui consiste à prendre trois droites rectangulaires liées 
invariablement au corps, et passant par le point fixe. Si 
l'on peut déterminer à chaque instant leurs positions par 
rapport à trois axes fixes ayant pour origine le point fixe, 
ils détermineront la position du corps à chaque instant, et, 



par suite, colle de Ions ses points, qui y seront rapportés 
naturellement comme à un syslème d'axes coordonné*. 

Chacun de ces axes mobiles avec le corps, cl que nous 
désignerons par X„ Y,, Z,, sera déterminé par les impies 
que sa direction fera avec celles des axes fixes; il y aura 
ainsi peuf quanti lés inconnues, mais entre lesquelles il 
existera, comme on sait, six équations de condition, ctt qui 
réduit le nombre des inconnues à trois. On peut encore, 
au lieu de ce système d'angles et d'équations de condi- 
tion, considérer trois angles, <p, <\i, fl, indépendants les 
uns des autres, qui seront les inconnues déiiidlncs dont 
on cherchera à exprimer les taleurs en fonction du 
temps. L'un d'eux sera l'angle que fait l'axe Z, avec l'axe 
Z; le second, l'angle que fait avec X la trace du plan 
X,Y, sur XY; le troisième, l'angle de l'as* X, avec .eue 
même trace. On a donné, dans les éléments de Géomé- 
trie et de Calcul, les équations qui permettent de passer 
d'un système à l'autre; nous nu nous occuperons point ici 
de ces détails. 

Les inconnues étanL ainsi choisies, il s'agit de trouver 
les équations par lesquelles en pourra les déterminer. La 
mélliode sera toujours la même, ou exprimera qu'il y a 
équilibre au mnyen des liaisons, entre les forées données 
et les forces d'inertie de tous les points matériels; ee qui 
fournira, comme on l'a vu dans la théorie de l'équilibre, 
trois équations exprimant l'équilibre des couples prove- 
nant de la décomposition de chaque fol-ce en uiu- force ap- 
pliquée au point fixe et un couple. On aura ainsi amant 
d'équations que d'inconnues, et le problème de mouvement 
soin ramené à un problème île calcul. 

316. Il y a maintenant une observation importante à 
faire sur le choix des axes suivant lesquels on fcia la dé- 
composition des forces. Quels qu'ils soient, l'éqnililnc est 
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assuré en égalant à zéro chacun des couples composant! 
ayant leurs axes suivant ces iroîs droites. On pourra prendre 
certaines droites a une époque du mouvement et d'autres 
à une autre époque; les équations ainsi obtenues exprime- 
ront toujours l'équilibre qui doit avoir lieu, et par consé- 
quent suffiront) avec plus ou moins d'avantage, à la déter- 
mination du mouvement. 

Or les trois directions qu'il est le plus avantageux de 
prendre sont celles des axes fixés au corps, et pour les- 
quelles on choisit les axes principaux d'inertie relativement 
au point fixe. Seulement, il j aura quelques attentions à 
avoir pour l'expression des composantes (le la force d'iner- 
tie, qui est fort différente de ce qu'elle serait relativement 
à des axes fixes, Ainsi ces composantes, estimées par rap- 
port aux axes Gxes X, Y, Z, seront, au signe près, ^ dm, 
dm, * t dm, ou les dérivées des composantes de la vi- 

On voit bien qu'il n'en peut être de même pour les coor- 
données at ( , ji, qui sont constantes pour une même 
molécule; mais on pourrait croire, au premier abord, que 
les dérivées des composantes u, v, iv de la vitesse du point 
parallèlement aux axesX,, Y ( ,Z,,ou ^dm, ^''"'i ~jf f '"'» 
sont bien les composantes de la force motrice qui agit 
sur dm; ce qui serait une très-grave erreur, comme on va 

En effet, u, f, w sont des fonctions du temps qui expri- 
ment à chaque instant les composantes de la vitesse réelle 
du point, estimées suivant les directions qu'ont les axes X,, 
Y,, Z, au moment où l'on fait cette décomposition, eL 
u + dit, v-\-dv, w-i-dw sont les composantes de la vi- 
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tes se après le temps dt, estimée suivant les nouvelles di- 
rections des mûmes axes après ce temps dt; de sorie que 
du, dv, riicne sont pas les accroissements des composantes 
de la vitesse réelle du point, estimées suivant les trois 
mêmes axes; ce qu'il faudrait cependant pour que, eu les 
divisant par dt, on eut les composantes de la force accélé- 
ratrice. 

Cette remarque bien simple étant faite, on voit comment 
ou peut obtenir ces accroissements des composantes de ia 
vitesse suivant les axes X„ Y„ /., restant dans la position 
qu'ils occupent au comme n cernent de l'intervalle dl. Il 
suilira, eu cll'el, de chercher les composantes, suivant ces 
mêmes axes, de la vitesse à la (in de cet intervalle, et d'en 
retrancher respectivement a, v, w; on aura alors les 
composantes de la force accélératrice suivant les axes X,, 
Y,, Z, dans leur première position, en divisant les restes 
par dt. Quant aux composantes suivant X,, Y,, Z, de la 
vitesse après le temps dl t elles s'obtiendront en projetant 
successivement sur ces trois axes les trois composantes 
u -H du, v -(- dv, w -f- div de la vitesse après le temps dt, 
suivant les dernières directions des axes mobiles. 

Connaissant ainsi les composantes des forces d'inertie pa- 
rallèlement aux «es principaux du corps, et décomposant, 
suivant les mêmes directions, les forces extérieures don- 
nées, ou formera facilement les trois équations de l'équi- 
libre de l'ensemble de ces forces, qui seront les êqnatjons 
du mouvement du corps. 

Nous n'entrerons pas dans les détails de ce calcul, et 
nous nous bornerons à en donner le résultat. Eu représen- 
tant d'abord par u', v\ w' les composantes de la force ac- 
célératrice parallèlement aux directions des axes mobiles, 
et par X,, Y,, Z, les composâmes parallèles aux axes mo- 
biles (le la force motrice appliquée à un point quelconque, 
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le principe (le d'Alcmbcrt fournira les trois cqualions sui- 



2>,...'- ■,0*»=2lr.*-«.T.). 

2(»^-».-i*i=2(*x.-«.s). 

extérieures qui pc.ivcnr èlre .ippl i t j 1 )(■■-,-> , soi l à tous les points 
du corps, soit à certains points particuliers en nombre 
fini. Ces demi ùrcs peuvent èln: exprimées à iliaque instant 
d'après les éléments qui déterminent la position du çurps; 
ce sont donc des fonctions connues des angles y, t|>, 0, et 
peut-être de f, dans le cas où les forces dépendraient du 

Quant aux premiers membres, ils auront une expression 
extrêmement simple si l'on choisit les axes principaux 
d'inertie du corps pour les axes X,, Y,, Z,. Alors les 
sommes '£y 1 z 1 dm, ^ z i J i ''"'.^^T'i sont nulles; 
et si l'on désigne par A, B, C les moments d'inertie du 
corps par rapport aux axes respectifs des x„jr lt a,, et 
par L, M, ÏN les fondions connues, qui sont les expres- 
sions des seconds membres, ou aura les trois équations 
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Ces Irois équations doivent être jointes à celles qui déter- 
minent p, i], r en fonction des angles a, b, c, Ces 

dernières peuvent s'exprimer au moyen de trois angles (j, 
iji, 6 {Cours iln Mécanique) . En faisant celle transforma- 
tion, oti trouve 



di . . „ rf-i 
«T 5 + «»T«»»^ 



r =CV>B— +- 



«fi, 



On a ainsi un système de six équalions différentielles du 
premier ordre, qui déterminera les six fonctions p, q, r, 
ç>, (p, 9 en fonction de t. Les six constantes arbitraires se 
détermineront par les positions et les vitesses initiales. 

317. Ces équations ne peuvent cire intégrées que dans 
des cas particuliers. 

S'il n'existe aucune force extérieure, les équations (i) 
se réduisent à 

|A$ = (»-C),r, 
(31 bJ = (C-A) T , 

On lire facilement de ces équations les deux suivantes : 
i»* j.rt*''?j.r^ rfr — n 

dp ^ itq _ rfr 



L'.'i j i :>:a Lv 



/( el A étant des constantes qui seront dé 1er mi nées par l'état ' 
initial. Tirant de ces équations les valeurs de p et tj, et les 
reportant dans la troisième, on aura 

(4 dl= ■ v 

V*' - U h + C[Ii- ■ U;i-= v 'A/i - /■'■ +C|C- &}r- 

Celte expression ne peut Être intégrée sous forme finie 
que si deux des trois moments d'inertie A, B, C sont égaux, 
ou si A* est égal à l'une des trois quantités AA, BA, Ch. 
Effectuant alors l'iuiégration, on aura t en fonction de /■, 
d'où r en fonction de I, et, par suite aussi, p et q, 11 ne 
restera plus alors qu'à déduire des équations (3} les valeurs 
de f, 0. 

Mais il sera plus avantageux do faire usage du principe 
des aires, et de prendre pour plan des x cl y le plan inva- 
riable du maximum, ou, en d'autres termes, celui du couple 
résultant des quantités de mouvement, lequel est constant 
en direction et en grandeur, puisque les forces extérieures 
sont nulles. 

De là résulteront les équations suivantes (Cours de Mé- 
canique') : 

(5) yî= sin9sin T , ^~ = sinO cos?, ^ = cos9, 

A désignant la valeur constante connue du moment du 
couple résultant ^A'p' li'i/' -t- CV . 

Ces trois dernières équations se réduisent à deux, parce 
que la somme de leurs carrés est une identité. On ne pourra 
donc en tiicrqueles valeurs de deux des angles. On oblien- 
a8. 
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dra ainsi 

Ap „ Cr 

,.» e , = È? , ,.,. = -, 

et l'on n'aura recours aux équations (a) que pour la déter- 
mina lion (11! l|l. 

Pour cola, on éliminera ~ dos doux premières, et l'on 

/isiuy + fjeasy = tinS 
ou, d'après les équations (5), 



i , + ,, = »(,_-)£t i 

remplaçant Ap' -i- Bç* par son égal A — Cr", on aura 

ri+ = rfr. 

Si l'on remet maintenant pourr/t son expression on 
aura à eflecluer une quadrature qui sera possible sousforme 
finie dans les mêmes tas que celle de dl. 

Nous renvoyons, pour les détails, au Cours /le Siéra- 
nique, où l'on tramera la démonstration de quelques-uns 
des beaux théorèmes que Poinsot a fait connaître. 

DU DOUBLE MOUVEMENT d'uH COUPS SOLIDE LIBRE. 

318. Lorsqu'un syslèmi: rigide l'sl passé d'une position à 
nue autre, on aurait pu l'y faire arriver en lui donnait! un 
mouvement de translation par lequel tous les points décri- 
raient des droites égales et parallèles à celle qui joindrait la 
première et la seconde position d'un de ses points, choisi à 
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volonté; puis en donnant an système un mouvement con- 
venable autour de ce point fixe. 

Le point choisi pour opérer la translation est arbitraire, 
et il y a par conséquent une infinité de manières de faire 
passer un corps d'une position à une autre par une trans- 

pas. Mais lorsque le mouvement est continu et piodnit 
par des forces données, il n'y a plus rien d'arbitraire, et il 
s'agit de déterminer toutes les positions successives dans 
lesquelles se trouve, erTccli veulent , le corps à chaque in- 

La méthode qui conduira aux équations du mouvement 
consistera toujours à exprimer l'équilibre entre les forces 
extérieures appliquées au eorps, et les forces d'inertie dé- 
veloppées par tous ses points ; ces équations seront au 
nombre do *ix, puisque le eorps est entièrement libie. 

comme dans le problème précédent, trois axes qui lui 
soient invariablement liés, et l'on verra bientôt l'avantage 
qu'il y aura à choisir le centre de gravité pour leur point 
de rencontre. On prendra alors pour inconnues les coor- 
données du centre de gravité, et les angles que les direc- 
tions de ces axes font avec celles d'ares fixes ; oit sim- 
plement trois angles analogues à ceux que nous avons 
employés dans la question précédente. Ou aura ainsi six 
équations et six inconnues, et le problème sera déterminé. 

On voit que la question est beaucoup plus compliquée 
que la précédente, dans laquelle le point de rencontre des 
axes mobiles était fixe. Aussi nous bornerons-nous à faire 
connaître une décomposition remarquable de ce mouve- 
ment, dont la démonlralion n'exige aucun calcul. 

Nous nous occuperons d'abord de la détermination de 
l'état initial, résultant de lorces instantanées appliquées 



au corps à l'étal de repos. Nous considérerons ensuite les 
états résultant de l'état initial et de l'action des forces con- 



319. Mouvement initial produit par des forces instan- 
tanées. — Toutes ces forces peuvent être réduites à une ré- 
sultante appliquée au centre de graïité et à un couple; et 
nous avons démontré qu'on peut calculer séparément l'effet 
produit par l'une cl l'autre sur le corps partant du repos, 
puis composer les vitesses acquises dans ces deux cas. 
Examinons successivement ces deux elléts. 

Nous savons d'abord que le centre de gravité prendra 

que toutes les forces y fussent transportée» parallèlement à 
elles-mêmes; ce qui donnerait ainsi la résultante même, 
puisque les deux forces du couple s'y détruiraient. Cette 
force étant connue ainsi que la masse totale, la vitesse ini- 
tiale du centre de gravité le sera par suite. 

les autres points par l'action de i-i-tti: même force. 

320. Effet d'une force appliquée au centre de gravité 
d'un corps. — Si l'on décompose le corps en éléments in- 
finiment petits en tous sens, la force donnée pourra être 
décomposée en forces parallèles, appliquées ;i ces élément:; 
proportionnellement à leurs masses. Si tous ces cléments 
étaient libres, ils se mouvraient parallèlement à la force 
donnée, avec une vitesse égale au rapport de la. force qui 
leur est appliquée, à leur masse, et par conséquent au rap- 

chose que la vitesse du centre de gravité. D'où l'on conclut 
qu'une force quelconque , appliquée an centre de gravité 
d'un corps solide, fait tu-qitérir it tousses points une vitesse 
égale, parallèle à la force, et. la même que si toute la 
masse était réunie ait centre. 
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Si la force est de celles qu'on appelle instantanées, la 
vitesse acquise pendant le temps extrêmement petit de son 
action, sera une vitesse finie. Si nu contraire c'est une force 
finie, la vitesse acquise dans un temps infiniment petit 
sera infiniment petite, et la proposition précédente subsis- 
tera toujours. Dans le cas où ceuc force finie agirait pen- 
dant un temps fini, dans une direction constante, les vi- 
tesses acquises s'ajouteraient et produiraient une vitesse 
finie, déterminée toujours par le mS me théorème. 

321. Maintenant que nous connaissons l'effet d'une force 
quelconque appliquée au centre de gravité d'un corps libre, 
et dans le cas actuel cette force étant la résultante de toutes 
les forces instantanées qui doivent produire l'état initial, 
nous pouvons énoncer cette proposition : 

L'effet produit par la résultante îles forces instanta- 
nées transportées au centre de gravité, est de faire ac- 
quérir à tous les points des vitesses parallèles à celte 
force et égales à celle qui aurait lieu si toute la masse 
était réunie, et toutes les forces transportées, au centre de 

322. Effét du couple instantané. - Passons à l'eflel du 
couple instantané, appliqué au corps en repos. 

Le centre de gravité ne sera pas déplacé, puisque les 
deux forces du couple transportées en ce point se détrui- 
raient; d'où l'on conclut que rien ne serait change dans 
l'effet produit, si l'on fixait invariablement ce point. 

Mais alors on pourrait introduire en ce point la résul- 
tante générale, puisqu'elle serait détruite nar la résistance 
du point fixe ; on peut donc dire que l'effet du couple est 
le même que serait celui de toutes les forces données, si 
l'on fixait le centre du gravité. D'où résulte enfin cette 
proposition générale qui donne la détermination de l'éfat 
initial : 
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Les vitesses que prennent instantanément les différents 
points d'un corps solide libre, peuvent être considérées 
comme les résultantes de. celles qui se rapporteraient à 
deux mouvements distincts : l'un de translation, produit 
par les forces d'impulsion trampoi "/t : c.t parallèlement à 
elles-mêmes au centre de gravité ; l'autre de rotation, 
produit parle système même d::s fureex données, agissant 
sur le corps dont le centre de gravité aurait été invaria- 
blement fixé. 

Au moyen de cette proposition, le mouvement initial du 
corps est entièrement connu, puisque l'on sait déterminer 
celui d'un corps amour d'un point fixe. Quant à ce qu'il 
deviendra par la suite, nous savons que le centre de gra- 
vité se mouvra de la même manière que si toute la Dusse y 
était réunie, et que toutes les forces continues y fussent 
transportées, sans changer tic grandeur et de (lira-lion. Mais 
ces forces, dépendant, en général, de la position des points, 
se trouvent, par cela nié nu:, dépendantes du mouvement de 

mouvement du centre de gravité du corps, excepté dans le 
cas particulier où les forces auraient des di reliions et des 
intensités constantes, comme par exemple dans le cas de la 
pesanteur. 

Au reste, on peut tonjours établir la même proposition 
relativement aux forées continues, que relativement aux 

instant quelconque : on petit snpposiT qu'il part du repos 
et qu'il est sollicité, d'un côté, par des forces instantanées 
qui donneraient « chaque point la vitesse qu'il a; d'un autre 
côté, par les forces continues qui ne peuvent produire que 
des vitesses infiniment petites dans un intervalle de temps 
infiniment petit, et qne l'on peut regarder comme des 
forces instantanées agissant au commencement de cet in- 
tervalle de temps infiniment petit. Or, d'après le principe 
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que nous avons rappelé, on peut déterminer séparémrnt 
les vitesses produites par ces deux svstctncs, cl les composer 
ensuite. Le premier produira l'effet qui avait réellement 
lieu à l'instant considéré ; le second est identique avec celui 
que nous avons discuté d'ahojd, cl, par conséquent, il pro- 

toulcs les forces continues transportées parallèlement à 
ellcs-mSmcs au centre de gravité, et un mouvement de 
roialion autour du centre de gravité rendu fixe, produit 
par toutes ces forces dans leur véritable position. 

Ainsi donc, si l'on conçoit par le centre île gravité du 
corps trois axes rectangulaires qui se meuvent parallèle- 
ment à eux-mêmes, leur point de rencontre se mouvra 
comme si toute la masse du corps y était réunie, et que 
toutes lus forces, instantanées ou continues, y fussent ap- 
pliquées ; et la mouvement du corps, par rapport à ces 
axes, sera le même que si leur point île rencontre était 
invariablement fixé, et que loiifr.i les farces qui sollicitent 
à chaque instant les différents points dans le mouvement 
réel fussent appliquées île lu même manière h ces mêmes 
points, 

323. Application à l'ellipsoïde pesant. — Supposons 
qu'un ellipsoïde homogène reçoive une impulsion dont la 
direction soil comprise dans le plan de deux de ses axes 
principaux relatifs à son centre de gravité, et soit ensuite 
abandonné à l'action de la pesanteur. Désignons par u.v la 
quantité de mouvement qui mesure la force instantanée, 
par f\a distance de cette force au centre, par b et e les 
deux demi-axes qui sont dans le plan de la force , et par a 
le troisième; enfin par M la masse de l'ellipsoïde, et par V 
la vitesse initiale de sou centre de gravité. 

Le centre de gravité, qui est le centre de l'ellipsoïde, de- 
vant se mouvoir. comme si la masse M y était concentrée, 
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et fût sollicitée .nu premier instant par la force (te, puis 
par son poids, te point prendra d'abord, dans une direc- 
tion parallèle à celle de l'impulsion, une vitesse dont la 



cl il décrira une parabole tangente à celle direction ini- 
tiale, et dont l'équation se calculera comme dans le cas d'un 
point libre. Pour connaître son mouvement par rapport à 
trois axes passant par son centre et parallèles à des direc- 
tions fixe», il faut supposer que le centre soil fixe et que 
la force d'impulsion ainsi que la pesanteur agissent sur l'el- 
lipsoïde ainsi assujetti. Mais on peut faire abstraction de 
la pesanteur, puisque le centre de gravité est fixe, cl il suffit 
de déterminer la rotation produite par l'impulsion. Celle 
forte élant située dans un plan perpendiculaire à une 
droite, qui est un axe principal relativement au point où 
elle fist coupée par ce plan, et de plus ce point étant fixe, 

de cet axe. La vitesse angulaire u s'obtiendra en divisant le 
moment fii>/dc la force par le moment d'inertie du corps 
par rapport à l'axe fixe; on aura donc 

._ W 

ou, en introduisant la vitesse Y, initiale du centre de gra- 
vité, 




On voit doue que l'axe de rotation se transporte parallèle- 
ment à luï-raême, et que le corps tourne uniformément 
autour de celte droite, que l'on pourra déterminer à chaque 
instant, puisqu'on connaît le mouvement du centre de gra- 
vité qui en esl le milieu. On déterminera donc facilement 
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la position de lous les points tic l'ellipsoïde, à un instant 
quelconque. 

Dans le cas où il serait réduit à une sphère pleine ou 
creuse, homogène ou seulement formée de couches homo- 

de rotation aurait lieu autour de celui qui serait perpendicu- 
laire an plan mené par le centre et par la direclion de la 
force d'impulsion, et la direction de cet axe serait constam- 
ment parallèle à ellc-nièmc. 

Le mouvement de rotation de celte sphère ne serait pas 
altéré si tous les points étaient attirés vers d'autres points 
par des forces proportionnelles aux masses et à une fonc- 
tion de la distance, parce que la résultante des aelions 
exercées par un point quelconque sur la masse entière de 
la sphère, passerait par son centre de gravité. Maïs si le 
corps était tant soit peu différent d'une sphère, il n'en se- 
rait plus ainsi ; et c'est ce qui arrive par exemple dans le 
cas de la terre. 



CHAPITRE XXVI. 

DU MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE POINTS LIBRES 
SOUMIS A LEUll ACTION MUTUELLE. 



3'2l. Celle question est une des plus importantes de la 
mécanique lê/asia, cl constitue la première et la plus 
grandi: partie du problème du système du monde. 

En effet, nous avons reconnu que tomes les molécules 
delà matière s'attirent mutuellement dans le rapport des 
masses, et en raison inverse du carré de la distance. Dans 
celle loi d'attraction des sphères composées de couches con- 

étaient réunies en leurs t'cnlros respectifs; cl, de plus, 
d'après un principe général, leurs inities de gravi lé doivent 
se mouvoir de la même manière que si celle concentration 
de la matière avait lieu. 

Or les plané les ei leurs satellites mit une forme sensible- 
ment sphérique, ei leur formation vraisemblable donne 
lieu de croire qu'elles snnl composées de couelics concen- 
trique* homogènes. On peut donc dans la recherche du 
mouvement de leurs cenlrcs de gravité, qui sont leurs 



, les 



rail encore à connaître, pour chacun de ces corps, sou 
mouvement de rotation autour de son centre de gravité. 
Or on connaîtrait à chaque instant la position de tous ces 
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centres, que ion [nui iv-.inH'i minuit; les pou cl ap- 
plication des forces qui agissent sur tous les points d'un 
quelconque de ces corps; le mouvement de rotation de 
chacun d'eux rentrerait donc dans la question examinée 
précédemment, 

Rien n'est plus facile que de former les trois équations 
du mouvement de chacun des points libres qui s'attirent 
ou se repoussait mutuellement, proportionnellement à 
leurs masses cl à une fonction donnée ç(i ) de leur dis- 
tance r. En effet, si l'on désigne par s), s'), 
{x",f", s"),. . . , les coordonnées de ces différents points, 
par m, m', m",... leurs niasses, les composantes de la 
force totale qui s'exerce sur le premier sera, eu désignant 
par r', r", — ses distances aux autres et supposant toutes 
les actions attractives, 

mm' J -^- Jt T (r') + mm" f{0 ■ ■ , 



Si l'une des actions était répulsive, il f.indr.ul changer 
de signes les termes qui renferment la disi.uice correspon- 

Egalaut respectivement ces trois expressions à m , 

d'r rf'i .... 

m ' m "3^' 00 aura lt -' s équations du mouvement 

du premier point. 

Eu agissant de même pour tout les autres, on aura au- 
tant d'équations que de t'ciiu données, et comme les val inbles 
r', r",... s'expriment au moyen des coordonnées, il ne 
reste qu'une seule variable indépendante, qui est le temps, 



cl le problème <lu niouicinent •II- tous 1rs points «i ramené 
an problème di: l'intégration d'un système d équo lions dif- 
férentielles. 

■12îi. Mais ces équations n étant [>a<- linéaires, ne peuvent 
géné raie me ni être intégrées, sons forme finie, même en 
acceptant Ils quadratures comme dis opé>ations toujours 
praticable,*, l es principes généraux en donneront bien 
quelques intégrales; mais elles sont insuffisantes, même 
dans le easoii le système ne compose que de trois 
points. 

Ainsi, le principe do momement du CCtitie de grarilê 
apprend que ce point se tnomrd uniformément, en liene 
droite, puisque toutes les forces étant deux n deux égales 
et opposées, se détruisent quand on les transporte en un 
même point; et, comme l'état initial de tous les points fait 
connaître la direction et la grandeur de la vitesse du centre 
de gravité, son mouvement est complètement déterminé. 
Ses coordonnées sontdom' des f'nnclimis linéaire) connues du 
temps ; or elles peuvent s'exprimer en fonctions linéaires 
de celles des points donnés; il résultera donc do là trois 
équations linéaires entre les coordonnées de tous les points 
et le temps. 

Le principe des aires en donne trots autres entre ces 
coordonnées et leurs premières dérivées. 

Enfla le principe des forces vives qui a lieu, puisque les 
actions mutuelles ne sont fonctions que de la distance, 
donnera une nouvelle équation entre ces mêmes quantités. 

On aura donc ainsi sept équations, dont quatre encore 
renferment des différent! elles du premier ordre. 

Mais le nombre des coordonnées est plus grand que 
sept dès qu'il y a plus de deux points, et l'intégration 
devient impossible d'une manière générale. 

Quand il n'y a que deux points, c'est le problème du 



Digiiized by Google 



chuitm un. 447 
soleil et d'uDe planète, supposés complètement isolés : 
nous l'avons Irailé précédemment. 

Quand il y a trois points, la question est celle du soleil, 
de la Icrre et de la lune, sans aucune action étrangère : c'est 
le célèbre problème des trois corps, qui a tant occupé les 
géomètres, cl dont on n'a pu trouver la solution exacte. 

On peut juger par là de la difficulté du problème qui 
embrasserait tout le système solaire, dont le nombre des 
corps est déjà si considérable, et s'accroît encore tous les 
jours. Heureusement qu'il y a quelques circonstances qui 
rendent un peu plus facile le calcul des approximations, 

Eu effet, parmi tous ces corps il y en a un d'une masse 
beaucoup plus grande, non-seulement que chacun des 
autres, mais même que leur ensemble : c'est le soleil. Les 
autres sont en général à de très-grandes distances les uns 
des autres, et leur action, étant proportionnelle à la masse 
et en raison inverse du carré de la distance, est incompara- 
blement moindre que celle que Je soleil exerce sur eux; 
on peut donc la négliger dans une première approxima- 
tion ; ce qui ramène à la considération de deux corps seu- 
lement. 

Toutefois, il y a quelques groupes composés de corps 
beaucoup plus voisins les uns des autres, et dont il sem- 
blerait qu'on ne peut négliger ainsi les actions mutuelles; 
mais il se trouve que l'un d'eux est beaucoup plus grand 
que tous les autres ensemble, et par conséquent encore 
on peut commencer par faire abstraction de ces derniers, 
et calculer le mouvement du plus considérable soumis à 
l'action seule du soleil :c'esl le cas, par exemple, de Jupiter 
et de ses satellites. 

Quant au mouvement de ces derniers, on remarquera 
d'abord que, vu la presque égalité des distances de tous le» 
points du groupe au centre du soleil, les forces accéléro- 
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triées provenant de ce dernier peuvent être considérées 
comme égales el parallèles, et, par conséquent, ne changent 
rien au mouvement relatif de tous ces pointa soumis à leur 
aclion mutuelle. On est donc ainsi ramené à la détermina- 
tion du mouvement relatif de points en beaucoup moindre 
nombre, et dont l'un est d'une masse très-considérable par 
rapport aux autres : problème analogue à celui du soleil et 
des planètes, et i[ui donnera lieu aux mêmes simplifications 
dans une première approximation. 

Après ce premier travail, il faut passer à un autre beau- 
coup plus pénible : il faut tenir compte des forces négli- 
gées, qui modifient les résultats et produisent dans les 
mouvements ce que l'on appelle des perturbations. Nous 
n'essayerons pas de donner une idée des méthodes em- 
ployées à tel effet; noire unique but est de tracer la marche 
générale suivie dans la solution d'une question si compli- 
quée. 

320. Mais le problème du système solaire ne serait pas 
résolu, lors même qu'on parviendrait à connaître suffisam- 
ment le mouvement des centres des corps qui composent 
le système tout entier : il resterait encore à déterminer 
leurs mouvements de rotation autour de leurs centres de 
gravité, ci surtout celui de la terre, qui est pour l'homme 
d'un intérêt si particulier. Quoique cette question rentre 
dans celle qui a été traitée dans los Chapitres précédents, 
nous ne pouvous nous empêcher d'eu dire quelques mots à 
propos du système du monde. 

C'est INewton qui s'est occupé le premier de cette im- 
portante question. Il a d'abord remarqué que, la terre 
n'étant pas parlai tentent sphérique, la résultante des actions 
exercées sur elle par les dillércttls points du soleil ne devait 
pas passer par son centre, et, par des considérations que 
nous ne pouvons développer, il a calculé l'effet produit 
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par le soleil sur la portion de la terre qui dépasse la sphère, 
dont le diamètre est la distance de ses deux pôles. Il est 
parvenu, malgré le peu de ressources que lui offrait l'état 
de la science, à ce grand résultat : que celte action devait 
produire sur Taie de la terre un mouvement très-lent 
autour de l'axe de l'écliptique. Ainsi l'équateur terrestre, 
toujours également incliné sur le plan de l'écliptique, 
devait le couper suivant une ligne variable faisant une 
révolution entière dans un intervalle de plus de vingt-six 
mille années. Les points d'intersection de cette ligne avec 
la circonférence de l'écliptique étant les points équi- 
noxiaux, il en résulterait pour ces points 3e mouvement 
régulier de précession, que l'on connaissait depuis si long- 
temps, et dont on ne soupçonnait même pas la cause. 

Mais la loi de la précession des équinoxes est légèrement 
troublée par l'action de la lune, qui , par un effet semblable 
à celui du soleil sur le ménisque terrestre, produit sur l'axe 
de la terre une légère déviation qui s'accomplit dans une 
période d'environ dix-huit ans, et à laquelle on a donné 
le nom de nutation. 

La théorie de Newton l'a ainsi conduit à l'explication 
des mouvements du globe terrestre, considéré dans son 
ensemble comme un corps de figure invariable; mais il lui 
a été donné encore de reconnaître les causes des mouve- 
ments périodiques qui ont lieu à la surface de l'Océan, et 
que Galilée lui-même n'avait pas soupçonnées. 11 a reconnu 
que cette sorte de perturbation, que l'on nomme flux et 
reflux, était due à l'inégalité de l'attraction exercée sur 
les différents points de la terre, tant par le soleil que par 
la lune. Galilée, après avoir réfuté différentes explications 
de ce remarquable phénomène, en a donué lui-même une 
tout aussi inadmissible; mais, ne connaissant pas la gra- 
vitation universelle, il ne pouvait en trouver la vraie 
théorie. 

a 9 
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Nous n'en dirons pas davantage sur le grand problème 
du mouvement d'un système de corps libre; pour les ddlsila 
et les calculs qui s'y rapportent, nous ne pouvons que ren- 
voyer aux Mémoires et aux Traités spéciaux de mécanique 
céleste. ( 

Nous n'avons voulu que poser la question et c» indiquer 
les grandes divisions : nous ne pouvons faire plus, d'après 
l'objet de cet Ouvrage; mais nous n'avons pas cru devoir 
faire moins. 
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RÉSUMÉ. 



1. Dans cette Partie de notre Ouvrage, nous noua somme» 
proposé de donner un exemple de l'application de nos mé- 
thodes générales à la formation d'une science de raisonne- 
ment, dont les éléments dépendraient du système matériel 
au milieu duquel nous vivons. 

F<ous avons choisi à cet ell'et la propriété la plus simple 
et la plus générale de la matière, qui joue un rôle dans 

indépendamment de l'espèce pai tie nlu-re de la matière qui 
les compose, et se présente par conséquent la première à 
notre étude : cette propriété est la mobilité. 

% On reconnaît bientôt que le plus ordinairement le 
déplacement d'une portion quelconque de matière n'est 
pas spontané, et est dû à quelque chose en dehors d'elle; 
et celle observation est si générale, que, lors même que 
cette cause nous est cachée, nous sommes portés à admettre 
qu'elle existe. Ces causes de mouvement, que nous trou- 
vons en nous-mêmes, et dont nous avons le sentiment toutes 
les fois que nous déplaçons un corps, nous les nommons 
des/omw. 

Une force met un corps libre en mouvement; mais plu- 
sieurs forces agissant sur un même corps, pourraient se dé- 
truire mutuellement, et le corps ne serait pas déplacé. Dans 
ce cas, on dit que ces forces sont en équilibre. L'objet que 
nous avons eu en vue a été l'étude de ces mouvements ou 
de ces équilibres; et l'ensemble de leurs lois, c'est-à-dire 



des rapports nécessaires résultant lie l'action des forces sur 
les corps, constitue la science, des forces. 

3. Pour qu'elle devienne une science de raisonnement, 
il faut, comme nous l'avons dil précédemment, connaître 
la nature des forces, c'est-à-dire connaître assez de pro- 
priétés des forces, pour que tous leurs effets en soient des 

Ces propriété- fondamentale;, qui renferment virtuelle- 
ment la science entière, ne peuvent cire obtenues que par 
l'observation des phénomènes; car le monde matériel au- 
rait pu être soumis à des lois différente» de celles qui le 
régissent, et, par conséquent, ces lois ne peuvent être dé- 
couvertes par l'intelligence de l'Iiomnie qui se placerait 
en dehors de ee monde réel. 

C'est rétablisse meut de ces lois fondamentales qui a dû 
nous occuper d'abord. 

i. Les forces sont de ces eboses qui ne peuvent être 
définies-, dire que ce sont des causes de mou'vemenl, n'est 

connues d'avance, ce ne serait que substituer un mol à un 
autre. Maïs, ce qui est essentiel, c'est que leur égalité et 
leur addition soient définies avec précision ; et c'est par là 
que nous avons commencé. 

Quant à l'établissement des principes fondamentaux, 
nous nous sommes d'abord occupé de ceux qui se rap- 
portent à l'équilibre, parce qu'ils sont plus simples cl inoins 
nombreux que ceux qui se rapportent au mouvement; et 
nous avons expose complètement la science de l'équilibre, 
avant de nous occuper de celle du mouvement, nou-sculc- 
ment parce que la première est plus facile, maïs encore 
parce qu'elle est la base de la seconde. 

5. Après avoir établi avec soin ces premiers principes. 



DigilizM 0/ Google 



héscmë. 453 
nous avons commencé l'étude de l'équilibre par quelques 
tas simples; mais nous nous sommes bientôt élevé à la 
formule générale qui renferme virtuellement les conditions 
d'équilibre de tous les systèmes, et d'où on peut les tirer 
dans iliaque cas particulier, par des procédés de calcul 
réguliers. Celle formule est l'expression d'un principe, 
entrevu par les géomètres qui ont précédé Lagrange, mais 
dont il a le premier compris toute l'importance. Il l'a 
admis d'abord, il est vrai, sans démonstration générale, et 
un grand nombre des conséquences qu'il en a tirées pou- 
vant être démontrées directement en étaient une confirma- 
lion frappante ; mais la rigueur scientifique exigeait une 
(Jriiiuii-ii'iuimi pi éalnbli; ce célèbre principe des ■vitesses 
virtuelles; et elle a été donnée d'abord par Fourier, puis 
par Lagrange lui-même, par Poinsol et quelques autres 

On peut donc regarder maintenant la science de l'équi- 
libre comme rigoureusement établie, d'après les données 
premières que nous avons admises comme résultats de 
l'observation; elle est donc ainsi ce que nous avons nommé 
une science de raisonnement. 

Il faut remarquer toulefois que nous ne nous sommes 
occupé que des systèmes de points, ou de corps solides, on 
nombre fini, liés entre eux, ou n des points fixés d'une 
manière quelconque. Pions n'avons pas considéré les sys- 
tèmes composes d'une infinité de points, tous mobiles les 
uns par rapport aux autres, et formant ce qu'on appelle 
des liquides ou des gai : nous en parlerons plus tard. 

6. Après avoir constitué la science de l'équilibre des 
forces, nous sommespassé à l'élude des mouvements qu'elles 
peuvenl produire. 

El d'abord, il faut bien remarquer que le mouvement, 
iel que nous l'avons défini, est toujours relatif. Le raouve- 



chimère fondée sur une autre chimère, celle d'un espace 
éternel cl absolu, dont chique point aurait une existence 
personnelle, et serait supposé dans un élat d'immobilité. 
Et comme il est tout aussi impossible de dire ce qu'on en- 
tend par l'immobilité d'un point de cet espace, que par 
celle d'un point matériel quelionipie, ce n'est que par un 
cercle vicieux que l'on arrive à croire que l'on a donné 
une définition du re//oi et du mouvement. 

D'après cela, nous n'avons dû nous occuper que des 
mouvements relatifs des points, et tous les principes géné- 
raux que nous avons établis comme bases de la science du 
mouvement, sont entendus d'après cette conception. 

7. La considération du mouvement en entraine une 

ce sujet une conception aussi chimérique que celle de l'es- 
pace, celle qui fait du temps un être réel, nécessaire, in- 
dépendant de toute création, comme l'espace, et sur lequel 
viennent s'échelonner les époques, comme les poiuls sur 
une ligne indéfinie. Nous avons admis évidemment l'idée 
de succession comme résultat de notre expérience, mais 
nous n'avons pas dit qu'il existait un être dans lequel s'o- 
pérait celte succession. Néanmoins, pour la commodité du 
langage, nous avons parlé de temps égaux, ou dans un rap- 
port quelconque, et par conséquent exprimables par des 
nombres, en définissant rigoureusement ce que nous en- 
tendions par là. 

duirc dans la science du mouvement, et qui ne se trouve 
pas dans celle de l'équilibre : c'est la notion de la masse. 
L'expérience montre que la même force ne produit pas le 
même mouvement quand elle est appliquée à des corps 
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formés de la même substance, ayant des volumes différents, 
et par conséquent renfermant des quantités différentes de 
matière. Mais, comme on ne peut attacher aucun sens pré- 
cis a la comparaison des quantités de matière renfermées 
dans des corps d'espèces différentes, et que noire objet n'est 
pas de tenir compte de la composition particulière des 
corps, maïs seulement de la manière dont ils sont mis en 
mouvement par les forces, nous avons considéré comme 
identiques, sous ce rapport, deux corps qui, soumis à l'ac- 
tion d'une même force, prennent le même mouvement. On 
dit alors, non qu'ils renferment la même quantité de ma- 
tière, mais qu'ils ont lu même masse. 

Lorsque deux corps proviennent de la réunion de corps 
ayant des masses égales, on dit que leurs masses sont dans 
le rapport des nombres respectifs de ces corps partiels. De 
là résulte l'expression de toutes les niasses en nombres, en 
prenant pour terme de comparaison celle d'un volume dé- 
terminé d'une substance choisie arbitrairement. 

Deux corps sollicités par des forces proportionnelles à 
leurs masses prennent un même mouvement, parce qu'en 
les décomposant en parties égales à leur commune me- 
sure, toutes ces niasses égales sont sollicitées par des forces 
égales. Et réciproquement, si le mouvement est le même, 
les forces sont dans le rapport des masses. De là résulte un 
moyen simple de comparer les masses. En effet, l'expé- 
rience a montré que tous les corps soumis à l'action seule 
de la pesanteur prennent des mouvements identiques; leurs 
masses sont donc proportionnelles aux forces qui les solli- 
citent, c'est-à-dire à leurs poids; et comme la comparaison 
des poids est très-facile, celle des masses le sera égale- 
ment, ainsi que leur expression en nombres. 

9. Ces premières notions étant acquises, nous avons 
indiqué comment on a pu établir expérimentalement les 
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principes fondamentaux du mouvement produïi par les 

Le premier consiste en ce que, dans un système dont 
loua les points ont des vitesses constantes égales et paral- 
lèles, si un. de ces points vient à être sollicité par une 
c criai ne force, son mouvement, par rapport au système, 
sera le même que si le mouvement commun n'avait pas 
existé. 

Une des premières conséquences de ce principe général 
est qu'une force constante, agissant d'une manière conti- 
nue sur un point matériel parlant du repos, lui donne un 
mouvement uniformément accéléré; et réciproquement. 

10. Le second principe général consiste en ce que deux 
forces constantes, appliquées à des masses égales pendant 
un même temps, leur font acquérir des vitesses proportïon- 

De là résulte le rapport des vitesses acquises dans des 
intervalles quelconques de temps par des corps dont les 
masses sont dans un rapport quelconque, et sont sollicitées 
par des forces quelconques. 

Ou déduit de là la mesure des forces constantes au 
moyen des vitesses qu'elles font acquérir à des masses 

La mesure des forces constantes conduit à celle des 
forces variables au moyen des considérations infinitési- 
males. Il suffît, eu effet, de remarquer que, si l'on consi- 
dère la vitesse produite par une force variable dans un 
temps infiniment petit, elle ne diffère que d'une quantité 
infiniment petite, par rapport, à elle-même, de celle qui 
aurait lieu si cette force conservait pendant ce temps sa pre- 
mière valeur; d'où il suit que le rapport de celle-ci à une 
force constante choisie arbitrairement et appliquée à la 
même masse est la limite du rapport de la vitesse produite 
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par la première dans un temps infiniment petit à colle que 
produirait la force constante. On tire de là celle consé- 
quence qu'une force variable quelconque, agissant dans le 
sens du mouvement rertiligne d'un point, est mesurée par 
le produit de la masse de ce point par la dérivée de sa vi- 

tctu. |»f i l|>(»"' à r>p«. ■' i- ii jjo' <|m '.-ii i |<i 1» p»ur 

unité la force constante qui, dans l'unité de temps, fait 
acquérir à l'unité de masse une vitesse égale a l'unité. 

H. Après avoir fait quelque! applications de celte for- 
mule, nous sommes passé à l'étude du mouvement curvi- 
ligne d'un point. 

Galilée, le premier, a résolu la question du mouvement 
d'un point libre sollicite par une force constante en gran- 
deur cl en dircelion. 

Hugnens a donné sans démonstration des propositions 
importantes sur le mouvement d'un point assujetti à rester 
sur un cercle donné. 

Enfin, Newton, en vue surlout des mouvements plané- 
taires, s'est occupe du mouvement produit par une force 
dont la direction passe par un point fixe. Il en a démontré 
d'iibord une importante propriété, connue sous le nom de 
principe des aires, et est parvenu ensuite à l'expression de 
la force au moyen de certains éléments infinitésimaux dé- 
pendant de la courbe que décrit le point. Cette grande dé- 
couverte l'a conduit, comme nous le montrons plus tard, 
à celle de la gravitation universelle. 

Mais il restait encore à donner l'expression générale de 
la force quand elle n'est assujettie à aucune restriction, et 

du premier principe énoncé précédemment et de la théo- 
rie du mouvement recliligne varié. On trouve ainsi que 
les composantes de la force accélératrice sont les dérivées 
secondes, par rapport au temps, des coordonnées respec- 
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mes du point considérées comme des fonctions du temps. 
Tous lus problèmes sur le mouvement d'un point libre de- 
viennent par là de simples questions de calcul différentiel 
ou intégrai. 

ment libre, et est assujetti à rester sur une courbe ou une 
surface donnée. Nous avons montré comment ce cas se ra- 
mène au premier, en introduisant la force inconnue qui 
peut représenter l'action de la surface ou de la courbe. I.e 
point peut alors être considéré comme libre, cl les équa- 
tions relatives n ce cas, jointes à celles de la courbe ou de 
la surface, déterminent le mouvement du point et les in- 
connues introduites. 

12. Après avoir ainsi traité le cas du mouvement absolu 
d'un point, nous sommes passé à l'étude du mouvement 
relatif, ces deux expressions étant entendues comme nous 
l'avons suffisamment cipliijué eu parlant du mouvement 
en général. 

Le problème que nous nous sommes proposé est celui-ci : 
Étant iloimc le mouvement d'un lyslîme rigide, trou- 
ver, par rapport à ce système, le mouvement d'un point 
sollicité par une. force donnée. 

Pour plus de simplicité, nous concevons trois axes liés 
invariablement au système; la position du point par rap- 
port à ces axes détermine ea position relative au système, 
dont on peut alors faire abstraction, en ne conservant que 
ces axes, dont le mouvement sera regardé comme donné. 
Nous supposerons donc que les trois coordonnées de leur 
origine et les angles que leur direction font avec les axes 
fixes sont des fonctions connues du temps. Les trois équa- 
tions qui oui lieu entre les coordonnées d'un point, par 
rapport aux axes fixes et aux aves mobiles, permet d'expri- 
mer les unes, ainsi que leurs dérivées, au moyen des 
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autres, de leurs dérivées ei du temps. El comme les com- 
posantes de la force appliquée au point mobile sont don- 
né!'», le* dérivées secondes de ses coordonnée», par rapport 
aux axes fiies, sool donnée*, et l'on aura alors trois éga- 
lions entre les Héritée* secondes îles n>mdi>nnéis par rap- 
port lui axes mobiles, rrs coordonnée» elles-mêmes et le 
temps L'intégration île ces équations fera done connaître 
ces coordonnée* en fonrtinn du temps, el pat suite le mou- 
veineut relatif. Le» constantes introduite» se déti riniiie- 
ront par les valeurs initiales de ces coordonnées et de leurs 
dérivées, el ces valeurs se déduiront de celles des coordon- 
nées absolues, lesquelles sont connues par l'étal initial du 

13. Le mouvement du point, relativement aux axes mo- 
biles, peut être conçu comme identique à un mouvement 
absolu rapporte à des axes fixes; il suffit de considérer à 
chaque instant un point dont les coordonnée» auraient les 
mêmes valeurs par rapport à ceux-ci, que le point mo- 
bile a par rapport aux autre» au même instant. Toutes 
les propriété» déduites des équations du mouvement par 
rapport à des axes fixes, pourront donc être appliquées 
au mouvement relatif; et nous avons fait l'application de 
cette remarque au principe des aires el à celui des forces 

14. On appelle force relative du point celle qui produi- 
rait, par rapport à des axes fixes, le mouvement identique 
à son mouvement relatif. Sa valeur peut s'exprimer au 
moyen de la force absolue appliquée réellement au point, 
et de certaines autres forces fictives. Le principe général 
sur lequel repose celte conception est dû à Newton, et 
c'est lui qui, le premier, a ramené la théorie du mouve- 
ment relatif de deux points mobiles à celle du mouvement 
d'un point par rapport a un point fixe. 
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par laquelle on a pu déduire de l'observation des astres 
des faits généraux assez constants pour pouvoir cire re- 
gardés, au moins dans une première approximation, 
comme des lois immuables des mouvements de ces corps. 
Ces lois, découvertes par Kepler, ont été le point de départ 
de Newton. La théorie qu'il avait créée, surtout pour l'ap- 
pliquer à ces grands phénomènes, lui a fait connaître les 
forces auxquelles ils étaient dus, et ces forces étant dé- 
terminées, toutes les lois du système du monde en décou- 

C'est ainsi que Newton a élevé au rang de science de 

science d'observation. 

16. Mais l'Astronomie étant ainsi ramenée à n'être 
qu'une simple branche de la science des forces, ses limites 
étaient celles de cette dernière, qui sont elles-mêmes celles 
de la science des nombres et de l'étendue. Newton avait 
ébauché les solutions des grands problèmes de la rotation 
des corps célestes, et des perturbations de leurs mouve- 
ments; elles ont été bien avancées par ses successeurs, 
mais elles laissent encore beaucoup à désirer. Il n'entrait 
pas dans notre objet de nous occnpcr de ces questions, où 
il s'agit principalement du perfectionnement des méthodes 
de calcul . 

17. Après avoir exposé la théorie du mouvement d'un 
point matériel, noua avons traité la question générale du 
mouvement d'un système quclonque de points liés entre 
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eux d'une manière quelconque, et sollicitas par des forces 
quelconques. Ce grand problème se ramène immédiate- 
ment à celui de l'équilibre au moyen d'un principe entrevu 
par Jacques Berooulli à propos du pendule composé, el 
généralisé par d'Alemberl, dont il porte le nom. 

Cet équilibre est relui du système même considéré 
comme sollicilé par les forces qui lui sont appliquées, 
et par les forces d'inertie développées à chaque instant 
par tous les points matériels qui le composent. Celle 
considération donne autant d'équations qu'il y a de quan- 
tités i délerminur en fonction du lemps. De relie ma- 
nière, le problème général du mouvement est ramené à un 
problème de calcul, et la science des forces rentre complè- 
tement dans les sciences de raisonnement précédemment 
étudiées. 

18. Roua aurions pu nous arrèler là, puisque tous les 
principes élaieol établis, et que la science était ramenée à 
de simples questions de calcul; mais nous avons rrn de- 
voir présenter quelques conséquences générales de la for- 
mule qui renferme virtuellement toulc la science du 
mouvement. Nous avons démontré les théorèmes sur le 
mouvement du centre de gravité, et sur les aires décrite» 
dans le cas d'un système libre quelconque, sur les forces 
vives et sur la propriété de la moindre action dans des cas 
plus restreints. Enfin, eu vue de l'application au système 
du monde, nous nous sommes occupe sommairement du 
mouvement d'un corps solide libre ou lié à un axe fixe ou 
à un point fixe, et du mouvement d'un système de points 

Nous croyons avoir accompli la lâche que nous nous 
étions imposée. Nous voulions fonder la science générale 
des forces rigoureusement définies et données par leur 
point d'application, leur direction et leur intensité. Nous 



devions donc nous interdire l'étude de l'équilibre et du 
mouvement des liquides et des gaz, ainsi que des petits 
mouveuients inférieurs des molécules des corps qu'on ap- 
pelle solides, l'es phénomènes sont produits par des forces 
en nombre infini dont les intensités et même les direc- 
tions ne sont pas données, et sur lesquelles il faut faire des 
hypothèses si l'on veut les soumettre au calcul. Peut-être 
nous en occuperons-nous plus tard, en essayant d'en indi- 
quer le véritable caractère; maïs, dans cet Ouvrage, dont 
l'objet était l'exposition rigoureuse d'une science de rai- 
sonnement, nous avons cru ne devoir admettre que des 
données simples, et immédiatement vérifiantes au moyen 
d'expériences directes et précises. 
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